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Условные обозначения:

  – определения, свойства, правила

– проблема, которая будет решена 
   при овладении новыми знаниями

– проанализируй и ответь на вопрос

– вопросы для закрепления

– задания для самостоятельного 
   изучения
– конец доказательства теоремы 
   или свойства

– дополнительные материалы

– обязательные упражнения 
   для всех учащихся

– упражнения средней сложности

– упражнения повышенной сложности

– упражнения для повторения

A

B

П

C

Д
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ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

ТРИГОНОМЕТРИЯ

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ

I

II

III
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Глава ІI

ТРИГОНОМЕТРИЯ

§ 11. Тригонометрические 
тождества

Вы научитесь выводить и применять ос-
новные тригонометрические тождества.

Поскольку значения sin ,  cos ,  ,tg  
ctg  не зависят от величины радиуса, а 
зависят лишь от величины угла, то при 
рассмотрении тригонометрических функ-
ций будем рассматривать окружность, 
длина радиуса которой равна 1 (одному) 
радиану. Тогда значение, например, функ-
ции синуса будет определено только ор-
динатой у  — конца точки В  подвижного 
радиуса О В , а значение косинуса — абс-
циссой х  — точки В  (рис. 44.1).

Рассмотрим прямоугольный треуголь-
ник О В С  (рис. 44.2). По теореме Пифаго-
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ра получим 2 2 2.OB OC BC   Поскольку 
1,OB   cos ,OC x    sinBC y   , то 

2 21 cos sin   , или 

2 22 2sin cos 1.sin cos 1.                      (1)

Данное равенство верно при любых зна-
чениях  , т. е. является тождеством.

xx

1

B (x; y)

O C
A

y

y

1)
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2)

Рис. 44

x

1

B (cos ; sin)

O C
A

y


cos

sin

По определению ,
xtg
y

   
xctg
y

  . По-

скольку sin ,y   cosx   то, 

sinsin
,

coscos
tgtg




                       (2)

coscos
.

sinsin
ctgctg




                      (3)

Равенства (1) — (3) называются основ-
ными тригонометрическими тождест-
вами.
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Запомните

Основные тригонометрические тож-
дества:

2 2sin cos 1;  

sin
;

cos
tg 


  

cos
.

sin
ctg 




Тригонометрическим тождеством 
называется равенство, в которое вхо-
дят тригонометрические функции и 
верно при любых допустимых значе-
ниях аргумента тригонометрических 
функций, но неверно, если каждую из 
функций заменить произвольной вели-
чиной.
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Например, 1) тождество  2
sin cos   

2 2sin 2sin cos cos       не тригоно-

метрическое, так как оно останется вер-
ным, если sin  и cos  заменить произ-
вольными величинами a  и b ; тогда 
это будет алгебраическое тождество

  2 2 22a b a ab b    ;

2) тождество же  2
sin cos   

1 2sin cos    тригонометрическое, так 

как при замене sin  и cos  на произволь-
ные a  и b  оно обращается в нетождест-

венное равенство  2
1 2a b ab   .

Почленно умножив тождества (2) и (3), 

получим 
sin cos

1,
cos sin

tg ctg   
 

     т. е. 

тригонометрическое тождество: 

11tg ctgtg ctg                             (4)
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Если разделим обе части тождества (1) 

на 2sin  при условии, что sin 0  , то по-

лучим равенство 
22

2 2 2

sin cos 1
sin sin sin

 
  
  , 

или тригонометрическое тождество 

22
2

1
1

sinsin
ctgctg 


                      (5)

Докажите тождество: 

22
2

1
1 ,1 ,

coscos
tgtg 


                       (6)

11
,tgtg

ctgctg



                        (7)

11
.ctgctg

tgtg



                         (8)

В таблице 8 записаны формулы, кото-
рые выражают соотношения между три-
гонометрическими функциями одного ар-
гумента.
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Таблица 4

2 2sin cos 1   sin 1
cos

tg
ctg


 

 

2 2sin 1 cos    cos 1
sin

ctg
tg


 

 

2cos 1 sin    1tg ctg  

2
2

1
1

cos
tg 


  2

2

1
1

sin
ctg 


 

Пример: 1. Найдем значения sin ,  tg  

и ctg , если 
12

cos
13

   и 0
2
  . 

Решение. Из формулы (1) получим 
2 2sin 1 cos    или 2sin 1 cos .     

Поскольку   есть угол первой четверти, 
поэтому значения всех указанных функ-
ций будут положительны. 
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Тогда
2

12 144 25 5
sin 1 1 .

13 169 169 13
        

 

(По формуле (2) 
sin

,
cos

tg 


  так как 

5
sin

13
   и 

12
cos

13
  , 

5
513 .

12 12
13

tg    По 

формуле (8) 
1 12

2,4
5

ctg
tg




   .

Ответ: 
5

sin ,
13

   
5

,
12

tg   2,4.ctg 

Пример: 2. Найдем значения sin ,  tg  

и ctg , если известно, что 
1

sin
2

  ,   

2
    .
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Решение. По условию   является уг-
лом II четверти, поэтому cos ,  tg  и ctg  
отрицательные. Следовательно,

2
2 1 3

cos 1 sin 1 ;
2 2

           
 

 

sin 3
;

cos 3
tg 


    

1
3.ctg

tg



  

Ответ: 
3

cos ,
2

    
3

,
3

tg    

3.ctg  

Пример: 3. Известно, что 3ctg    и 

3
2 .

2
     Вычислим sin ,  cos ,  tg .

Решение. 
Из формулы (5) 2

2

1
1

sin
ctg 


   полу-

чим 2
2

1
sin

1 ctg






.
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Поскольку значения sin  и tg  в IV чет-
верти отрицательные, а cos  — положи-

тельные, то 
1 1 10

sin
1 9 10 10

      


. 

Из формулы (3) 
cos
sin

ctg 


  получим 

10 3 10
cos sin 3 .

10 10
ctg  

 
        

 
 

По формуле (7) 
1 1

3
tg

ctg



   .

Ответ: 
10

sin ,
10

    

3 10
cos ,

10
   

1
.

3
tg  

1. Произведение каких тригонометри-
ческих функций равно 1?
2. Каким тождественным равенством 

связаны функции синус и косинус?
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3. Можно ли, зная значения синуса некоторого 
угла и его принадлежность некоторой четвер-
ти, вычислить значение котангенса этого угла? 

A

11.1. Вычислите: 

1) sin , если cos 0,5   и 0 90   ;

2) cos , если sin 0,5   и 0 90   ; 

3) sin , если cos 0,5    и 90 180   ; 

4) cos , если sin 0,5    

    и 180 270   .

11.2. Упростите выражение: 

1) 
21 sin

;
cos






2) 
2cos 1

;
cos
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3) 2 2 2sin (1 ) cos ;tg    

4) 2 2 2 2sin cos (1 ) sin .ctg      

11.3. Найдите значение выражения: 

1) 1 sin cos ctg   , если 
3

sin
3

  ;

2) 
tg ctg
tg ctg
 
 



, если 
2
3

tg  ; 

3) 
sin cos
sin cos

 
 



, если 
2
5

tg  ;

4) 2 2

sin cos
sin cos

 
 

, если 
3
2

tg  ;

5) 
2

2

1
1

tg
ctg







, если 
2

sin
3

  ; 

6) 
2

2

1
1

tg
ctg







, если 
1

cos
3

   .
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11.4. Упростите выражение: 

1) 
sin cos

1;
tg
 




2) 
sin cos

1;
ctg
 




3) 
1 1

;
1 cos 1 cos 


 

4) 
1

;
1

tg
ctg







 

5) 
1

;
1

ctg
tg







6) 
1

;
1

tg
ctg






 

7) 
1 1

;
1 sin 1 sin 


 

8) 
1
;

1
ctg
tg
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9) 
sin

;
1 cos

ctg








10) 
cos

;
1 sin

tg








11) 
sin sin

;
1 cos 1 cos

 
 


 
 

12) 
cos cos

.
1 sin 1 sin

 
 


 
 

11.5. Докажите тождество:

1) 2 2 2 2cos sin 1;tg tg      

2) 2 2 2sin cos 1 2sin ;    

3) 2(sin 1)(sin 1) cos ;     

4) 
1

.
cos sin

tg ctg 
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11.6. Дано: 
4

sin ,
5

    180 270 .     

Найдите cos  и ctg .

11.7. Дано: 
24

cos ,
25

    90 180 .     

Найдите sin  и tg .

B

11.8. Упростите выражение:

1) 2 2
2

1
cos ;

1
tg

ctg
 


 

   

2) 
2

2 2
2 cos cos .

1
tg
ctg
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11.9. Докажите тождество: 

1) 2 2 4 4sin cos sin cos ;x x x x  

2) (1 cos )(1 ) 1 sin cos ;tg tg         

3) 2 2( ) ( ) 4;tgx ctgx tgx ctgx   

4) 2 2(sin cos ) (cos cos ) 2;      

5) 3 3sin (1 ) cos (1 )x ctgx x tgx      

    sin cos ;x x 

6) 
2

2(sin cos ) 1
2 .

sin cos
tg

ctg
  
  
 




11.10. Докажите, что не зависит от пере-
менной значение выражения: 

1) 2

2sin cos 1
;

(sin cos )
x x
x x
 


     3) 
2 2

4 2

sin cos
;

sin cos
 
 



2) 2 2

1 1
;

1 1ctg x tg x


 
    4) 2 2

1 1
.

1 1tg x ctg x
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11.11. Найдите значение выражения:  

1) 2 2tg ctg  , если 
1
3

tg  ;  

2) 2 23sin 2cos  , если 
1

sin
3

  . 

11.12. Упростите выражение: 

1) 2

2

1
1 ;

1 cos
ctg 


 



2) 2

2

1
1 sin .

1 tg



 



11.13. Докажите тождество: 

1) 
3 3cos sin

cos sin ;
1 cos sin

   
 


 


 

2) 
cos cos

2 ;
1 sin 1 sin

tg  
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3) 2 2
2

2
(1 ) (1 ) ;

cos
tg tg 


   

4) 
2 2

2

1 4cos sin
2cos sin 1.

(cos sin )
   

 
 

  


11.14. Упростите выражение и найдите 
его значение:

1) 1 sin cos tg   , если sin 0,6  ; 

2) 4 2 2cos cos sin   , если 3tg  ; 

3) 
sin sin

1 cos 1 cos
 
 


 
, если sin 0,3  ; 

4) 
cos cos

1 sin 1 sin
 
 


 
, если cos 0,4  . 

11.15. Докажите тождество: 

1) 
cos 1

;
1 sin sin

ctg 
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2) 
cos 1

;
1 sin cos

tg 
 
 


 

3) sin( ) cos( ) 0;ctg     

4) cos ( ) sin( ) 0.tg     

11.16. Известно, что 3tg  . Найдите:

1) 
4cos 2sin

;
3sin cos

 
 



     

2) 
5cos 3sin

;
3sin 2cos

 
 




3) 3 3

4cos 3sin
;

3sin cos
 
 



4) 
2

2 2

sin cos 2sin
3sin 2cos
  

 



.

11.17. Известно, что 3ctg  . Найдите: 

1) 
4cos sin

;
2sin cos
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2) 
4cos 6sin

;
3sin 2cos

 
 




3) 3 3

5cos 9sin
;

sin 5cos
 

 




4) 
2

2 2

sin cos 3sin
3sin 5cos
  

 



.

C

11.18. Докажите тождество: 

1) 3 3(sin cos ) : (sin cos )      

    sin cos 1;  

2) 4 4 6 6sin cos sin cos       

    2 2sin cos ; 

3) 2

1 2sin cos
1;

(cos sin )
 

 





4) 
4 4

2 2

sin cos
1

cos sin
 
 


 


.
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11.19. Найдите значения  , при которых 
достигается наибольшее и наименьшее 
значения выражения:

1) 2 2sin 3cos 3;  

2) 2 23cos sin 1;  

3) 24sin 3 ;ctg tg  

4) 25cos ctg tg   .

11.20. Упростите выражение:

1) 3 3(1 ) cos (1 ) sin 1;tg ctg        

2) 
2

2sin
2 .

sin 1
ctg ctg

tg
  
 

 
   

11.21. Существует ли угол  , для которого 
верно равенство:

1) 
4

sin
5

   и 
3

cos ;
5

 

2) 
5

sin
8

   и 
3

cos ;
8
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3) 
4

sin
5

   и 
3

cos ;
4

 

4) 1,4tg   и 
5

cos ;
7

 

5) 2,4tg    и 
5

c ;
12

tg   

6) 3tg   и 
3

3
ctg   ? 

11.22. Найдите значение выражения 

2 21
cos sin

ctg tg 
 

  , если ctg  

4tg  .

11.23. Упростите выражение:

1) 2 21 sin 3 cos 3 ;  

2) 
2 2 2

2 2

(sin 4 cos 4 )
;

1 4sin 4 cos 4
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3) 2 2 4 42 2sin cos sin cos ;     

4) 2 2 6 61 2sin cos sin cos .     

11.24. Известно, что sin cos 0,6   . 
Найдите значение выражения:

1) sin cos ;     3) 4 4sin cos ; 

2) 3 3sin cos ;    4) 6 6sin cos  .

Подготовьте сообщение 
об ученом-математике

В X в. багдадский уче-
ный Абу-ль-Вефа присое-
динил к понятиям сину-
сов и косинусов понятия 
тангенсов, котангенсов, 
секансов и косекансов и 
установил также основ-
ные соотношения между 
ними.Абу-ль-Вефа 

(940–998)
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П

11.25. 1) Найдите значение суммы первых 
105 членов арифметической прогрес-
сии, если 53 30a  . 

2) Найдите значение суммы первых 207 
членов арифметической прогрессии, 
если 103 15a  . 

11.26. Постройте график уравнения:

1) 
2

0;
2

y x
x





    3) 
20,5

0;
2

y x
x





2) 
2 2

0;
2

y x
x
 




   4) 
20,5

0.
3

y x
x





11.27. Упростите выражение:

1) 
2

3 3 2 2

1 3x x
a x a x a ax x
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2

;
a x

a x
 
   

2) 
2 3 1 3 2

.
3 3 3 3
x x

x x x
        

11.28. Решите неравенство:

1) 
2 3

2

( 7 8)( 10)
0;

( 2) (3 )
x x x

x x
  


 

2) 
2 2

3

( 6 8)( 9)
0;

5( 8)
x x x

x
  




3) 
2 2

2

(3 5 )(4 )
0;

( 5)
x x x x

x
 




4) 
4 3

2

( 3) ( 5)
0.

6( 2)
x x

x x
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Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

11.29. Расположите в порядке возраста-
ния значения выражений:

1) sin30 ,  cos60 ,  sin150 ,  cos120 ;

2) 30 ,tg   60 ,ctg   150 ,tg   120ctg .

11.30. Найдите значение выражения:

1) sin90 2cos150 sin120 120 ;ctg      

2) 2sin120 cos90 cos120 150 .tg      
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§ 12. Формулы приведения

Вы научитесь выводить и применять 
формулы приведения.

При решении многих задач, связанных 
с тригонометрическими функциями, боль-
шое значение имеет приведение тригоно-
метрических функций любого угла к три-
гонометрическим функциям острого угла. 
Иными словами, если даны тригономет-

рические функции угла вида 
2

k   (где 

k  — любое целое число,   — острый угол), 
то целесообразно и намного удобнее их 
привести к тригонометрическим функ-
циям угла  . Для этого применяются спе-
циальные формулы, называемые форму-
лами приведения.

Сначала рассмотрим формулы приве-
дения для синуса и косинуса, затем через 
них выведем формулы приведения для 
тангенса и котангенса. 
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Рассмотрим синусы и косинусы углов II 
четверти. Любой угол II четверти можно 

представить в виде 
2
   (где   — острый 

угол). Рассмотрим окружность. Радиус 
окружности R  = О А  повернем вокруг точ-
ки О  сначала на угол  , затем еще раз — 

на угол 
2
   (рис. 45). При этих поворо-

тах радиус О А , соответственно, переходит 
в радиусы О В  и О В 1. Из точек В  и В 1 
проводим перпендикуляры на координат-
ные оси.

В результате получим два прямоуголь-
ника О С В D  и О С 1 В 1 D 1. Можно легко 
убедиться, что прямоугольник О С 1 В 1 D 1 
получается поворотом прямоугольника 

О С В D  вокруг точки О  на угол 
2


 в поло-

жительном направлении. Действительно, 

так как 1 2
BOB 

  , при повороте точка В 
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переходит в точку В 1. Точно так же точка 
С  переходит в точку С 1, точка D  перехо-
дит в точку D 1.

xOD1

D
C1

C

B (x; y)

B1 (x1; y1)

A

y

2
 +



Рис. 45

Таким образом, в качестве ординаты 
точки В 1 можно взять абсциссу точки В , 
а в качестве абсциссы точки В 1 можно 
взять ординату точки В  с противополож-
ным знаком:

1y x  и 1 ,x y   
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или
1y x

R R
  и 1 .

x y
R R

 

Вы знаете

По определению синус угла равен отно-
шению ординаты точки (конца подвижно-
го радиуса) к радиусу, т. е.:  

1 1 1sin ,
2

B D y
R R

     
 

  а  sin ;
BC y
R R

  

1 1cos ,
2

OD x
R R

     
 

  а  cos .
OC x
R R

  

Из последних двух равенств получим 
две формулы приведения:

sin cos ;sin cos ;
2
         

  
  cos sin .cos sin .

2
           

  
  (1)

Пример: Докажем, что функция siny x  
имеет период  2 . 
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Решение. Поскольку sin( 2 ) sin ,x n x   
где n 0, 1, 2, ...    то добавление 
2 n  к аргументу синуса не меняет его зна-
чениe. Предположим, что P  — такое чис-
ло, т. e. равенство sin( ) sinx P x   
справедливо для любого значения x . Тог-

да оно имеет место и при 
2

x 
 , т. e. 

sin( ) sin 1
2 2

P 
   , но по формуле при-

ведения sin cos .
2

P P   
 

Из двух последних равенств следует, 
что cos 1P  , но мы знаем, что это верно 
лишь при cos 2P n . Так как наимень-
шим, отличным от нуля числом из 2 n  яв-
ляется 2, то это число и есть период 
функции siny x . 
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Рассмотрим sin2 sin(2 2 )x x n   

sin 2( ) .x n     Значит, добавление n  к 

аргументу x  не меняет значение функции. 
Наименьшее, отличное от нуля число из 

n  есть  , поэтому это период функции  
sin2y x .

Чтобы вывести формулы приведения 

синуса и косинуса для угла 
2
  , доста-

точно в формуле (1) заменить угол   на 
угол  , тогда получим:

sin ( ) cos( ) cos ,
2
         
 

 так как 

функция косинус — четная;

cos ( ) sin( ) ( sin ) sin ,
2
              
 

так как функция синус — нечетная.
Таким образом, получили еще две фор-

мулы приведения: 
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sin cos ; cos sin .sin cos ; cos sin .
2 22 2
                          

      
 (2)

Эти две формулы справедливы для лю-
бого угла  , а не только для острого угла 
 . 

Выведем формулы приведения синуса 
и косинуса для угла   .

Для этого представим угол    в 

виде 
2 2
     

 
 и дважды применим 

формулу (1).

Получим sin( ) sin
2 2
   
        

  
 

cos sin
2
       
 

, cos( )  

cos sin cos .
2 2 2
    
               

    
Таким образом:

sin( ) sin ;sin( ) sin ;           cos( ) cos .cos( ) cos .           (3)
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Представив угол    в виде ( )   , из 
формулы (3) найдем синус и косинус угла 
  . Получим еще две формулы приве-
дения:

sin( ) sin ;sin( ) sin ;       cos( ) cos .cos( ) cos .            (4)

Докажите формулы (4).

Выведем формулы приведения синуса 

и косинуса угла 
3
2
  . Здесь также при-

меняем тот же способ, который использо-
вали при выводе формулы (3), другими 

словами, угол 
3
2
   представим в виде  

( )
2
    . Затем последовательно вос-

пользуемся формулами (1) и (3). В резуль-
тате получим: 
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3
sin sin ( )

2 2
                

  

cos( ) cos ,     
3

cos
2
    

 

cos ( ) sin( ) sin .
2
              

33
sin cos ;sin cos ;

2
           

  

33
cos sin .cos sin .

2
         

  
              (5)

Выведите формулы приведения синуса 

и косинуса угла 
3
2
  .

33
sin cos ;sin cos ;

2
           

  

33
cos sin .cos sin .

2
           

  
             (6)
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Выведем формулы приведения синусов 
и косинусов углов 2   и 2  . Снача-
ла рассмотрим формулы приведения для 
угла 2  .

Вы знаете

Если к углу   прибавить полный угол 
2 , то от этого значения тригонометри-
ческих функций не изменятся.

Тогда получим еще две формулы при-
ведения:

 sin 2 sin ;sin 2 sin ;          cos 2 cos .cos 2 cos .         (7)

Если в формуле (7) заменим угол   на 
угол  , то получим еще две формулы 
приведения:

 sin 2 sin ;sin 2 sin ;           cos 2 cos .cos 2 cos .        (8)
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1. Докажите формулы (8).

2. Используя формулу sin
cos

tg 


  и выше 

доказанные формулы (1) — (8), докажите фор-
мулы приведения тангенса и котангенса 
(9—12):

;;
2

tg ctgtg ctg
           

  
  ;;

2
ctg tgctg tg

           
  

 (9)

  ;tg tgtg tg             ;ctg ctgctg ctg           (10)

33
;

2
tg ctgtg ctg

           
  

33
;

2
ctg tgctg tg

           
  

              (11)

 2 ;2 ;tg tgtg tg          2 .2 .ctg ctgctg ctg           (12)

Формулы приведения (1) — (12) занесем 
в одну таблицу:
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Таблица 5

x 2
 

(90 ) 
2
 

(90 ) 

 
(180 ) 

 
(180 ) 

sinx cos cos sin sin

cos x sin sin cos cos

tgx ctgx ctgx tgx tgx

ctgx tgx tgx ctgx ctgx

x
3
2
 

(270 ) 

3
2
 

(270 ) 

2 
(360 

)

2 
(360 

)

sinx cos cos sin sin

cos x sin sin cos cos

tgx ctgx ctgx tgx tgx

ctgx tgx tgx ctgx ctgx
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Какую закономерность можно заме-
тить из этой таблицы?

По данным таблицы ответьте на вопросы:
1. В каком случае (для каких углов) тригоно-
метрическая функция не изменяется?
2. Когда (для каких углов) функция изменяется 
на схожую функцию (синус — на косинус, тан-
генс — на котангенс и, наоборот)?
3. Как устанавливается знак тригонометричес-
кой функции для правых частей формул при-
ведения?

Правильно ответив на эти вопросы, по-
лучим вывод:

1) если аргумент (угол) некоторой при-
водимой тригонометрической функции 
имеет вид:

 180 ,      2 360     , то ее 
название не изменяется;

 90 ,
2
      3

270
2
     , то ее 

название меняется: синус — на косинус, 
тангенс — на котангенс и, наоборот;
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2) правая часть формул приведения 
имеет тот же знак, какой знак имеет при-
водимая функция в соответствующей 
четверти.

Пример: 1. Найдем значение 
7

sin
3
 .

Решение.

7 3
sin sin 2 sin .

3 3 3 2
       

 

Ответ: 
3

.
2

Пример: 2. Найдем значение  cos 780  .

Решение.  cos 780 cos780      

1
cos(2 360 60 ) cos60 .

2
       

Ответ: 
1

.
2
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Пример: 3. 
Вычислим значение  750ctg   .

Решение.  750 750ctg ctg      

(2 360 30 ) 30 3.ctg ctg          

Ответ: 3.

Пример: 4. Вычислим значение: 

1) cos510 ;  2) 1665 ;tg   3) 
17

sin
3
  

 
. 

Решение.

1) cos510 cos(360 150 ) cos150          

3
cos(180 30 ) cos30 ;

2
        

2) 1665 (4 360 225 ) 225tg tg tg        

(180 45 ) 45 1;tg tg      
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3) 
17

sin sin 3 2
3 3

            
   

 

3
sin .

3 2


 

 Ответ: 1) 
3

;
2

  2) 1; 3) 
3

.
2

Пример: 5. Упростим выражение:

1) ( 5 )sin( 3 );ctg        

2) 
sin(2 ) ( )( )

cos( ) (3 )
ctgtg

tg
    

   
  

 
.

Решение.

1) ( 5 )sin( 3 )ctg       

(5 ) sin (3 )ctg               

(5 ) sin(3 ) ( )ctg ctg               ×

sin( ) ( sin ) cos .ctg           
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2) 
sin(2 ) ( )( )

cos( ) (3 )
ctgtg

tg
    

   
  


 

 

sin ( )

cos ( )

ctgtg
tg

  
  

     
 

sin ( ) sin cos
1.

cos ( ) cos sin
ctgtg

tg
   

   
 

   
 

Ответ: 1) cos ;  2) 1.

1. Какие формулы носят название фор-
мул приведения?
2. Надо ли запоминать отдельно каждую 

формулу приведения?
3. В каком случае при использовании формул 
приведения тригонометрическая функция ме-
няется на противоположную функцию?

A

12.1. Приведите к тригонометрической 
функции угла   выражение: 

1) sin(90 );    2) cos(90 ); 
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3) sin(180 );    8) cos(360 ); 

4) cos(180 );     9) (180 );ctg  

5) sin(270 );     10) (90 );tg  

6) cos(270 );    11) (270 );ctg  

7) sin(360 );    12) (360 ).tg  

12.2. Найдите значение выражения:

1) sin225 ;   4) 225 ;tg 

2) sin330 ;   5) cos120 ;

3) cos210 ;   6) 150 .ctg 

12.3. Преобразуйте выражение:

1) sin( 225 );     3) 
4

cos ;
3
  

 

2) 
7

sin ;
6


    4) ( 240 );tg  
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5) 
25

cos ;
3


   7) 
17

sin ;
6
  

 
 

6) 
9

;
4

ctg   
 

   8) 
19

.
6

tg   
 

Упростите выражения (12.4—12.5):

12.4. 1) 21 sin (270 );  

2) 21 cos (270 );  

3) 21 sin (360 );  

4) 21 cos (360 );  

5) 21 (270 );ctg   

6) 21 (360 ).tg   

12.5. 1) sin(90 ) cos(180 )           

       (270 ) (360 );ctg tg      

2) cos(90 ) sin(180 )      

    (270 ) (360 );ctg tg      
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3) 
3

cos sin( )
2
        

 

    (2 );
2

ctg tg        
 

4) 
3

sin cos( )
2
        

 

    
3

(2 ).
2

tg ctg        
 

12.6. Приведите тригонометрическую 
функцию к функции угла  , где 

(0 )
4
   :

1) sin545 ;    4) 545 ;ctg 

2) cos945 ;    5) 
9

sin ;
4


3) 1545 ;tg     6) 
91

cos ;
5
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7) 
29

;
3

tg 
   10) 

419
cos ;

5
  

 

8) 
39

;
7

ctg 
   11) sin( 2489 ); 

9) 
49

sin ;
4
  

 
  12) ( 4789 ).tg  

12.7. Найдите значение выражения:

1) ( 45 ) cos225 sin150 ;ctg      

2) ( 135 ) cos300 sin210 ;tg      

3) 
3 5

cos150 sin ;
4 3

ctg       
 

4)   8
225 cos sin330 .

3
ctg 

    

12.8. Докажите тождество:

1)  2 2cos 180 cos (270 ) 1;x x     

2)  2 2cos 720 sin (540 ) 1;x x     
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3)   3
2 1;

2
tg x tg x      

 

4)   9
6 1.

2
ctg x ctg x      

 

B

12.9. Найдите знак значения выражения:

1) sin135 cos210 405 330tg ctg       

    cos560 ; 

2) sin425 cos250 420 330ctg tg        

    sin750 ; 

3) 
7 2 9 13 7

sin cos c cos ;
3 3 4 6 4

tg tg    
   

4) 
5 7 11 8 11

sin cos c sin .
3 6 4 3 6

tg tg    
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12.10. Упростите выражение:

1) 
sin( ) ( )

;
cos(360 ) ( )

ctg
tg

  
  

 
  

2) 
sin( ) (2 )

;
cos(720 ) (2 )

ctg
tg

   
  

 
  

3) 
( )cos( )

.
sin( ) ( )
tg

ctg
  

   
 
 

12.11. Найдите значение выражения:

1) sin( 135 ) cos390 405 ( 330 );tg ctg        

2) sin( 225 ) cos( 480 ) ( 420 ) 300 .ctg tg         

12.12. Докажите тождество:

1) (180 ) (360 )tgx tg x ctg x      

    (180 );ctg x    

2) (90 ) (360 )ctgx tg x tg x      

    (270 );ctg x  
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3) 3
sin sin(180 )

2 2
ctg               

   

3
.

2
ctg tg      

 

12.13. Упростите выражение:

1) sin(2 ) cos(90 ) cos(2 )x x x       

    sin(270 ) 1;x   

2) sin(4 ) cos(270 ) cos( )x x x       

    sin(270 ) 1.x   

12.14. Найдите значение выражения:

1) 

5
cos

3 3 ;
sin30

tg  


     3) 

2

135 sin135
;

cos
3

tg


 

2) 
135 sin225

;
cos

3

ctg


 
   4) 

2

315 sin135
.

cos
6

tg
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12.15. Упростите выражение: 

1) 

3
sin( )sin( ) 2 ;

cos( ) 1 sin

 
  




 

2) 
cos(2 ) sin(2 )

;
sin( ) 1 cos( )

   
 
 


  

3) 2 2(270 ) sin (180 ) 315 ;tg tg       

4) 2 2(360 ) cos (270 ) sin270 .ctg          

12.16. Найдите числовое значение выра-
жения:

1) 2(sin315 cos315 ) ;  

2) 2(sin225 cos255 ) ;  

3) 2(sin135 cos135 ) ;  

4) 2(sin315 cos315 ) .  
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12.17. Докажите, что верна формула:

1) sin(45 ) cos(45 );     

2) cos(45 ) sin(45 );     

3) (45 ) (45 );tg ctg     

4) (45 ) (45 );ctg tg     

5) sin(60 ) cos(30 );     

6) (80 ) (10 ).ctg tg     

12.18. Докажите тождество:

1) 2( ) sin(270 )
;

cos( ) (270 )
tg x x tg x

x tg x


  

 
  

2) 
sin( ) (270 )

( ) (270 )
x ctg x

tg x ctg x



  
 

  

    
cos(2 )

sin .
sin

x x
x
 

 



57

12.19. Упростите и найдите значение вы-
ражения:

1) ( ) 2 ( )tg tg      при 45   ; 

2) (2 ) 2 ( 2 )ctg tg      при 30  ; 

3) cos(3 ) 4sin( )      при 45   ; 

4) cos(3 ) 3sin( )      при 30   .

12.20. Упростите выражение:

1) 
(1 cos(2 ))(1 cos(2 ))

;
sin( )

   
 

   


2) 
(1 sin(2 ))(1 cos(2 ))

;
sin( )

   
 

   


3) 
( )cos( )

;
sin

2

tg    
 

 
  
 

4) 
( )sin( )

.
3

sin
2

ctg    
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12.21. Докажите тождество:

1) 
2cos ( )

cos 1;
1 sin 2

   

       

2) 
2sin ( )

cos(2 ) 1;
1 cos

 
 




  


3) 
2cos (2 ) 3

cos 1;
1 sin( ) 2

   

        

4) 
2sin (3 )

cos(5 ) 1.
1 cos( )

 
 




  
 

C

12.22. 1) sinx , если sin sin
2 2

x      
 

 

sin ,
2

x    
 

 где 0
2

x 
  .
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2) tgx , если  sin 2 cos( )x x     

2 3
sin 0

2
x    

 
.

12.23. Вычислите значение выражения:

1) sin135 cos210 405 330 ;tg ctg      

2) sin225 cos150 420 300 ;ctg tg      

3) 
2 7 13

sin cos ;
3 3 4 6

tg ctg   
  

4) 
4 5 11 19

sin cos .
3 6 4 3

tg ctg   
  

12.24. Найдите значение выражения:

1) 15 210 75 330 ;tg tg tg ctg      

2) 35 55 420 300 ;ctg ctg tg ctg      
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3) 
4 2 7 13

sin cos ;
3 3 4 6

ctg tg   
  

4) 
5 5 11 19

sin cos .
3 6 4 3

ctg tg   
  

12.25. Найдите значение выражения:

1) sin810 cos900 585 1845tg ctg     

    cos135 sin405 ;  

2) cos105 sin195 sin( 135 )      

    cos135 ; 

3) 18 288 sin32 sin148tg tg     

    sin302 sin122 .  

П

12.26. Известно, что 90 180   . Вы-

числите: 

1) sin  и ctg , если cos 0,8   ;
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2) cos  и ctg , если sin 0,6  ; 

3) sin  и cos , если 4tg   ;

4) sin  и cos , если 6ctg   . 

12.27. Из населенных пунктов А  и В , 
длина пути между которыми по шоссе 
75 км, отправились одновременно 
навстречу друг другу автобус и легко-
вой автомобиль и встретились через 
полчаса. Автобус прибыл в пункт В  на 
25 мин позже, чем легковой автомобиль 
в пункт А . Найдите скорости автобуса и 
автомобиля.

12.28. Решите систему неравенств:

1) 
2 3 18 0,

3 1;

x x
x

   


 
    2) 

2 12 0,

3 6;

x x
x

   


 

3) 
22 3 14 0,

1 2.

x x
x

   


 



62

Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

12.29. Упростите выражение:

1) cos(90 ) 2sin(180 )      

    (270 ) (360 );ctg tg      

2) 
3

cos sin(2 )
2

c        
 

    (2 ).
2

ctg ctg        
 

12.30. Постройте единичную окружность 
и вектор О А , где точка А  лежит на 
окружности, составляющий с положи-
тельным направлением оси О х  угол в 
60°, 120°, 210°, 270°.
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§ 13. Формулы синуса и косинуса 
суммы и разности двух углов

Вы научитесь выводить и применять три-
гонометрические формулы суммы и раз-
ности углов.

Формулы, позволяющие выразить 
тригонометрические функции суммы и 
разности двух углов через тригономет-
рические функции этих же углов, назы-
ваются формулами сложения.

Вначале выводим формулу косинуса 
разности двух углов через тригономет-
рические функции тех же углов. Для это-
го рассмотрим окружность, центр кото-
рой расположен в начале прямоугольной 
системы координат и с радиусом R  = О А 
(рис. 46). 
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Рис. 46

x

y

С (x2; y2)B (x1; y1)

O
A




Начальный радиус О А  повернем вок-
руг точки О  на углы   и  . В результате 
получим соответствующие радиусы О В  и 
О С .

Из курса геометрии вам известно: если 
точка В  имеет координаты х 1 и у 1, а точка 
С  имеет координаты х 2 и у 2, то векторы  
OB


 и OC


 также имеют, соответственно, 

те же координаты, 1 1( ; )OB x y


 и 

2 2( ; ).OC x y
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Найдем скалярное произведение векто-
ров OB


 и OC


. Получим равенство:

1 2 1 21 2 1 2.OB OC x x y yOB OC x x y y                      (1)

По определению косинуса и синуса уг-

лов   и   получим: 1cos ,
x
R

   1sin ,
y
R

   

2cos ,
x
R

   2sin
y
R

   (рис. 47). Выразим 

из этих равенств 1,x  1,y  2,x  2y . 

Рис. 47

x

y

B

O A

C
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Получим: 1 cos ,x R   1 siny R   

2 cos ,x R   2 sin .y R   

Подставляя значения 1,x  1,y  2,x  2y  в ра-

венство (1), получим 2 cosOB OC R  
 

 ×

× 2 2cos sin sin (cos cosR R      

sin sin ). 

Итак, 
22 (cos cos sin sin ).(cos cos sin sin ).OB OC ROB OC R                (2)

Используя теорему о скалярном произ-
ведении двух векторов, левую часть ра-
венства (2) запишем в виде: 

cos .cos .OB OC OB OC BOCOB OC OB OC BOC             (3)

Угол между векторами OB


 и OC


 есть 
угол ВОС или угол, равный    (рис. 47). 
Но в общем виде угол ВОС между векто-

рами OB


 и OC


 может быть равным или 
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  , или 2 ( )    , или может отли-
чаться от них на кратное число полного 
угла.

Во всех указанных выше случаях полу-
чим cos cos( ).BOC    

Используя последнее равенство и учи-

тывая, что ,OB R


 OC R


, из равенст-

ва (3) можно записать: 

cos( ),OB OC R R      
 

 или

 
22 cos( ).cos( ).OB OC ROB OC R                      (4)

В равенствах (2) и (4) равны их левые 
части, значит и равны их правые части: 

2 2cos( )R R     (cos cos sin sin ).      
Упростив это выражение получим форму-
лу:

cos( ) cos cos sin sin .cos( ) cos cos sin sin .                    (5)

Формулу (5) называют формулой коси-
нуса разности.
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Косинус разности двух углов равен 
произведению косинусов этих углов 
плюс произведение синусов этих углов.

Чтобы получить формулу косинуса сум-
мы двух углов, т. е. косинуса суммы, ис-
пользуем формулу (5) и представим сумму 
   в виде разности ( )   . Получим 

cos( ) cos ( ) cos cos( )              
sin sin( ) cos cos sin sin ,          

так как cos( ) cos ,    sin( ) sin    , по 

свойствам четности косинуса и нечетнос-
ти синуса.

Таким образом, получили формулу:

cos( ) cos cos sin sin .cos( ) cos cos sin sin .                    (6) 

Формулу (6) называют формулой коси-
нуса суммы. 
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Косинус суммы двух углов равен 
произведению косинусов этих углов 
минус произведение синусов этих уг-
лов.

Выведем формулы синуса суммы и раз-
ности двух углов. Для этого используем 
формулу (5) и формулы приведения.  

sin( ) cos ( )
2
          

cos cos cos
2 2
    

             
    

 

sin sin sin cos cos sin ,
2
            

 

так как по формулам приведения 

cos sin ,
2
      

 sin cos .
2
      

Следовательно, 
sin( ) sin cos cos sin .sin( ) sin cos cos sin .                    (7)
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Формулу (7) называют формулой сину-
са суммы.

Синус разности двух углов равен 
произведению синуса первого угла на 
косинус второго плюс произведение 
косинуса первого угла на синус второ-
го.

Выведем формулу синуса разности двух 
углов, используя формулу (7).

sin( ) sin ( ) sin cos( )             
cos sin( ) sin cos cos sin ,          так 

как cos( ) cos ,    sin( ) sin     по 

свойствам четности косинуса и нечетнос-
ти синуса.

Следовательно,

sin( ) sin sin cos sin .sin( ) sin sin cos sin .                    (8)

Формулу (8) называют формулой сину-
са разности. 
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Синус разности двух углов равен 
произведению синуса первого угла на 
косинус второго минус произведение 
косинуса первого угла на синус второго.

Пример: 1. Найдем значение соs105°, 
не используя ни таблицу, ни микрокальку-
лятор.

Решение. Представим угол 105° в виде 
суммы: 60° + 45°. 

cos105 cos(60 45 ) cos60 cos45        

1 2 3 2 2
sin60 sin45 (1 3).

2 2 2 2 4
        

Ответ: 
2

(1 3).
4



Пример: 2. Упростим выражение 
sin( ) sin( )      . 

Решение. Используем формулы синуса 
суммы и разности. В результате получим:
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sin( ) sin( ) sin cos         

cos sin sin cos cos sin          

2cos sin . 
Ответ: 2cos sin . 

1. Для каких углов   и   можно исполь-
зовать формулы синуса и косинуса сум-
мы и разности этих углов?

2. Назовите формулы сложения.

A

13.1. Упростите выражение:

1) sin(60 ) sin( 60 );     

2) cos(60 ) cos( 60 );     

3) sin(30 ) sin(30 );     

4) cos(30 ) cos(30 );     

5) cos2 cos3 sin2 sin3 ;   

6) sin cos2 cos sin2 ;   
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7) 
1 2 1 2

cos cos sin sin ;
3 3 3 3
   

8) 
1 3 1 3

sin cos cos sin .
2 2 2 2
   

13.2. Найдите значение выражения:

1) sin20 cos10 cos20 sin10 ;    

2) cos50 cos5 sin50 sin5 ;    

3) sin71 cos11 cos71 sin11 ;    

4) cos25 cos65 sin25 sin65 .    

13.3. Вычислите: 

1) 
8 8

cos cos sin sin ;
15 5 15 5
   
  

2) 
1 2 1 2

cos cos sin sin ;
10 5 10 5

     

3) sin cos cos sin ;
6 12 6 12
   
  

4) 
1 4 1 4

sin cos cos sin .
9 9 9 9
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13.4. Известно, что   и   — углы I четвер-

ти и 
3

sin ,
5

   
1

cos
3

  . 

Вычислите:

1)  sin ;     3)  cos ; 

2)  sin ;     4)  cos   .

13.5. Используя формулы сложения, най-
дите значение выражения:

1) sin105 ;    3) sin165 ;

2) cos105 ;    4) cos165 .

13.6. С помощью формул сложения дока-
жите тождество:

1) sin cos ;
2
     
 

2)  cos cos ;    
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3) 
3

cos sin ;
2
      

 

4)  sin sin .    

13.7. Выразите через тригонометрические 
функции угла   выражение: 

1) sin ;
4
   
 

  4) cos ;
3
   
 

2) s ;
4

co    
 

  5) sin ;
6
   
 

3) sin ;
3
   
 

  6) cos .
6
   
 

13.8. Используя формулы сложения, вы-
числите: 

1) sin15 ;     5) 15 ;tg 

2) sin75 ;     6) 75 ;tg   

3) cos15 ;    7) 15 ;ctg 

4) cos75 ;    8) 75 .ctg 
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13.9. Найдите значение выражения: 

1) sin(45 )  , если sin 0,3   и

    0 90   ;

2) sin(60 )  , если cos 0,4   и  

    0 90   ;

3) cos(45 )  , если sin 0,2   и 

    0 90   ;

4) sin(30 )  , если cos 0,1   и 

    0 90   .

B

13.10. Упростите выражение:

1) 2sin 3 sin ;
6
     
 

2) 
1

cos cos ;
2 3
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3) 2 sin 2sin ;
4
    

 

4) 
3

cos cos .
6 2
    

 

13.11. Упростите выражение:

1) sin( ) sin cos ;    

2) sin sin cos( );    

3) cos( ) cos cos ;    

4) cos sin sin( ).    

Найдите значения выражений (13.12—
13.13):

13.12. 1) sin(45 )  , если cos 0,5    и    

    90 180   ;

2) sin(60 )  , если 
3

sin
2

   и 

    90 180   ;
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3) cos(60 )  , если 
3

cos
2

    и 

    90 180   ; 

4) cos(30 )  , если 
3

sin
2

   и 

    90 180   . 

13.13. 1) 

3 21 3
sin cos cos sin

20 10 20 10 ;
7 7 7

cos cos sin sin
24 8 8 24

   

   

  

  

2) 

15 4 4 6
sin sin cos cos

7 21 21 7 .
7 7 23

sin cos cos sin
24 24 24 24

   

   

  

  

13.14. Упростите выражение:

1) cos sin 2 sin(45 );       

2) cos 3 sin 2cos(60 );     
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3) cos sin 2 sin(45 );     

4) 3 cos sin 2cos(30 ).     

13.15. Докажите тождество:

1) sin( ) sin( )cos cos sin ;        

2) cos( ) sin( )sin( ) cos cos ;         

3) sin( ) cos( )sin( ) sin cos ;         

4) cos( ) cos( )cos( ) sin cos ;          

5) cos( ) cos( ) 2cos cos ;        

6) sin( ) sin( ) 2sin cos ;        

7) 2 2sin( ) sin( ) sin sin ;         

8) 2 2cos( )cos( ) cos sin .        

13.16. Упростите выражение:

1) 
sin( ) sin( )

;
sin( ) sin( )

   
   
  
  



80

2) 
cos( ) cos( )

;
cos( ) cos( )

   
   
  
  

3) 
sin( ) sin( )

;
cos( ) cos( )

   
   
  
  

4) 
cos( ) cos( )

.
sin( ) sin( )

   
   
  
  

C

13.17. Докажите тождество:

1) cos cos( ) cos cos( )        

  sin sin( );   

2) sin( )sin sin( )sin        

  sin( )sin .   
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13.18. Докажите, что если ,    и   — углы 
треугольника, то верно равенство:

1) sin sin sin cos sin ;     

2) cos sin sin cos cos .     

13.19. Значения синусов двух острых уг-
лов треугольника равны 0,6 и 0,8. Най-
дите значение синуса третьего угла 
треугольника. 

13.20. Значения косинусов двух углов 

треугольника равны 
2
3

 и 
1
3

. Найдите 

значение косинуса третьего угла тре -
угольника.

П

13.21. Решите систему уравнений:

1) 
5 0,

0;
x y xy
x y xy
  

   
    2) 

2

2

1 ,

1 .

x x y

y y x
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13.22. 1) Из 40 т железной руды выплавляют 
20 т стали, содержащей 6% примесей. 
Найдите процент примесей в руде.
2) Свежие грибы содержат 90% влаги, 
сушеные — 12%. Сколько сушеных гри-
бов получится из 20 кг свежих?

Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

13.23. Докажите тождество: 

1) 
1

;
sin cos

tg ctg 
 

 

2) 
sin( )

.
sin cos

tg ctg   
 


 

13.24. Упростите выражение:

1) 1 ;tg tg     2) 1.ctg ctg  

13.25. Найдите значение tg  и ctg , если  

2
sin

5
   и 

2
    .
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§ 14. Формулы тангенса 
и котангенса суммы 

и разности двух углов  

Вы научитесь выводить и применять 
формулы тангенса и котангенса суммы и 
разности углов.

Вывести формулы сложения для танген-
са и котангенса можно с помощью фор-
мул (5) и (8) из § 13, а также формул, через 
которые тангенс и котангенс выражаются 
через синус и косинус. 

Для примера выведем формулу танген-
са суммы:

sin( )
( )

cos( )
tg   

 


  


sin cos cos sin
.

cos cos sin sin
   
   






Разделим числитель и знаменатель 
полученной дроби на произведение 
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cos cos  , предполагая, что cos 0   и 
cos 0  .

Тогда получим:

sin cos cos sin
cos cos cos cos
cos cos sin sin
cos cos cos cos

   
   
   
   






sin sin
cos cos .

sin sin 11
cos cos

tg tg
tg tg

 
  

   
 




 
 

Значит, 

( ) .( ) .
1
tg tgtg tg

tgtg
tg tgtg tg
    

  


  
                (1)

Формулу (1) называют формулой тан-
генса суммы.

Тангенс суммы двух углов равен сум-
ме тангенсов, деленной на разность 
единицы и произведения тангенсов этих 
углов.
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Докажите, что верна формула тангенса 
разности: 

( )( )
1
tg tgtg tg

tgtg
tg tgtg tg
    

  


  
  .            (2)

Объединив формулы (1) и (2), пишут: 

( ) .( ) .
1
tg tgtg tg

tgtg
tg tgtg tg
    

  


  
              (3)

Докажите двумя способами, что верна 
формула котангенса суммы и разности:

1
( )

tg tgctg
tg tg

  
 

 
 


 и 

11
( ) ,( ) ,

tg tgtg tg
ctgctg

tg tgtg tg
    

  


  


               (4)

или 
1

( )
tg tg

ctg
tg tg

 
 

 
 




.
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Пример: Найдем значение тангенса 

суммы углов   и  , если 
1

,
2

tg 
1

,
3

tg 

  и   — острые углы. 

Решение. Для нахождения значения 
тангенса суммы    воспользуемся 

формулой (1), тогда: 1 1 5
2 3 6( ) 1.

1 1 11 1 1
2 3 6

tg tgtg
tg tg
  

 


    

   

( ) 1,tg     отсюда следует 45   .

Ответ: 45 .

1. Для каких углов   и   можно исполь-
зовать формулы тангенса и котангенса 

суммы и разности этих углов?
2. Что означают знаки   и   в формулах сум-
мы и разности тангенсов двух углов? Как их 
используют при применении формулы с этими 
знаками?
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A

14.1. Известно, что 
1
3

tg  , 
3
5

tg  . Най-
дите:

1) ( );tg       3) ( );ctg  

2) ( );tg      4) ( )ctg   . 

14.2. Найдите значения: ( );ctg    и 

( )ctg   , если 2ctg   и 1,6ctg   . 

14.3. Используя формулы сложения для 
тангенса и котангенса, найдите значе-
ния:

1) 15 ;tg      4) 105 ;tg 

2) 15 ;ctg      5) 75 ;ctg 

3) 75 ;tg      6) 105 .ctg 
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14.4. Выразите через тригонометрические 
функции угла  :

1) ;
4

tg    
 

   4) ;
3

ctg    
 

2) ;
4

ctg    
 

  5) ;
6

tg    
 

3) ;
3

tg    
 

   6) .
6

ctg    
 

14.5. Найдите значение выражения:

1) 
20 25

;
1 20 25
tg tg

tg tg
  

  
  3) 

7
24 8 ;

7
1

24 8

tg tg

tg tg

 

 




 

2) 
70 10

;
1 70 10
tg tg

tg tg
  

  
  4) 20 5 .

1
20 5

tg tg

tg tg
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B

14.6. Упростите выражение:

1)    ;tg tg tg tg        

2)      2 21 .tg tg tg tg          

14.7. Докажите тождество:

1) 
 

 
;

tg tg tg
tg

tg tg
   


  
  




2)     .tg tg tg tg tg tg             

14.8. Упростите выражение:

1) 
2 2

2 2

25 15
;

1 25 15
tg tg

tg tg
  

  
   2) 

2 2

2 2

1,8 1,2
.

1 1,8 1,2
tg tg

tg tg




14.9. Преобразуйте выражение:

1)    45 45 ;tg tg       

2)    60 60 ;tg tg       
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3)  1
45 ;

1
tg tg
tg
 



  



4)   1
45 .

1
tgtg
tg




  



14.10. Докажите тождество:

1) 
 
 

 sin sin
sin sin sin

tg tg
tg tg

    
     

 
  

 

    ;ctg ctg    

2) 
     sin sin sin

0.
sin sin sin sin sin sin

x x
x x
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C

14.11. Докажите, что если   и   — углы I 
четверти, то верно неравенство:

1)  sin sin sin ;       

2)  sin cos cos ;     

3)  cos cos sin ;     

4)   .tg tg tg     

14.12. Упростите выражение:

1)      1 ;tg tg tg tg ctg          

2) 
 

 
1 .

tg tg tg
tg tg

  
  

 




14.13. Известно, что 
3

,
8

tg   
5
11

tg  , где 

  и   — углы первой четверти. Дока-

жите, что 45    .
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14.14. Докажите тождество:

1)  4 3
5 ;

1 4 3
tg tg tg

tg tg
   

 


 


2) 
2 2

2 2

2
3 .

1 2
tg tg tg tg

tg tg
   

 


 


 

П

14.15. Найдите множество значений вы-
ражения:

1) sin 2cos ;    4) sin 3 cos ; 

2) 3sin cos ;    5) 5sin 4cos ; 

3) 3 cos sin ;    6) cos 3sin . 

14.16. Значения синусов двух острых уг-
лов треугольника равны 0,6 и 0,8. Най-
дите косинус третьего угла этого тре -
угольника.
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14.17. Решите неравенство:

1) 2 3 18 0;x x  

2) 2 2 2 9 0.x x   

Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

14.18. Докажите тождество:

1) sin( ) sin( )cos( )       

    cos sin( );  

2) cos( ) cos( )      

    2cos cos( );  

3) sin( ) sin( )      

    2sin( )cos( );   

4) 2 2sin( )sin( ) sin sin .        



94

14.19. Упростите выражение:

1) sin cos 2 sin(45 );     

2) 3 cos sin 2cos( 30 ).     

14.20. Докажите тождество:

1) 
5 3

2 ;
1 5 3
tg tg tg

tg tg
  

 





2) 
2 2

2 2

3
2 4 .

1 3
tg tg tg tg

tg tg
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§ 15. Формулы тригонометрических 
функций двойного и половинного 

углов 

Вы научитесь выводить и применять 
формулы двойного и половинного углов. 

При упрощении тригонометрических 
выражений, доказательстве тождеств и 
многих других случаях приходится вы-
ражать тригонометрические функции 
двойного угла через тригонометрические 
функции того же самого угла. Иными сло-
вами, синус, косинус, тангенс и котангенс 
угла 2  надо выразить через тригономет-
рические функции угла  .

Формулы двойного угла можно вывес-
ти, используя формулы сложения. Так, 
например, чтобы выразить sin2  через 
тригонометрические функции угла  , 
применим формулу синуса суммы: 

 sin sin cos cos sin        . В этой 
формуле угол   заменим на угол  , тогда 
получим:
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 sin sin cos cos sin        

2sin cos  .

Таким образом, доказали формулу си-
нуса двойного угла:

sin 2 2 sin cos .sin 2 2 sin cos .                     (1)

Синус двойного угла равен удвоен-
ному произведению синуса этого угла 
на косинус этого угла.

Докажите, что верны формулы:

2 22 2cos 2 cos .cos 2 cos .sinsin                     (2)

22

2
2 .2 .

1
tgtg

tgtg
tgtg






                     (3)

221
2 .2 .

2
tgtg

ctgctg
tgtg





                     (4)

Формулы (1) — (4) называются форму-
лами двойного угла.
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Формулы двойного угла:
2 2 cos ;sin sin     

2 2 2cos2 cos sin 1 2sin       
22cos 1; 

2

2 2
2 .

1
tgtg

ctg tgtg


 
 



Пример: 1. Упростим выражение 
cos80

cos40 sin40


  
. 

Решение. Представим угол 80° в виде 
произведения двух множителей и приме-
ним формулу (2). Получим 

  2 2cos80 cos 2 40 cos 40 sin 40        

   cos40 sin40 cos40 sin40 .         

Подставим вместо cos80 выражение 
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   cos40 sin40 cos40 sin40        в вы-

ражение 
cos80

cos40 sin40


  
. 

Тогда получим 
cos80

cos40 sin40



  

  cos40 sin40 cos40 sin40
cos40 sin40

     
 

  

cos40 sin40 .   

Ответ: cos40 sin40 .  

Пример: 2. Докажем тождество 
 2 24sin cos cos sin sin4       .

Решение. Для левой части равенства 
одновременно применим формулы сину-
са двойного угла (1) и косинуса двойного 

угла (2), тогда получим 4sin cos   

 2 2cos sin 2 sin2 cos2 sin4 .         
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Пример: 3. Вычислим значение sin2 , 

зная, что 
2

sin
3

   и 0
2
  . 

Решение. Воспользуемся формулой 
синуса двойного угла: sin2 2sin cos   . 
Значит, чтобы вычислить значение 
sin2 , надо знать значения sin  и cos . 
Значение sin  известно, cos  — неизвест-
но. Найдем его, используя основное триго-
нометрическое тождество и учитывая, что 
  — угол первой четверти. Получим

2
2 2 4 5

cos 1 sin 1 1 .
3 9 3

          
 

Найдем значение sin2 : 

2 5 4 5
sin2 2sin cos 2 ,

3 3 9
        

или 
4 5

sin2 .
9

 

Ответ: 
4 5

.
9
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Докажите, что верны формулы.

Формулы понижения степени:

 2 1
sin 1 cos2 ;

2
  

 2 1
cos 1 cos2 .

2
  

Выведем формулы тригонометрических 
функций половинного угла. Для этого 
используем известную нам формулу 
косинуса двойного угла (2): 

2 2cos2 cos sin     — это равенство 
имеет место для любого угла, в том числе 

и для угла 
2


. Следовательно, мы можем в 

данной формуле вместо угла 
2


 поставить 

угол  , тогда получим

2 2cos cos 2 cos sin ,
2 2 2
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или
2 2cos cos sin .

2 2
                (А)

Запишем основное тригонометричес-

кое тождество для угла 
2


:

2 21 cos sin .
2 2
 

                (В)

Сложим почленно левые и правые час-
ти равенств (А) и (В), получим 

21 cos 2cos
2
  , 

отсюда 
1 cos

cos .
2 2
 
 

Почленно вычитая из равенства (В) ра-

венство (А) получим 21 cos 2sin ,
2
   от-

сюда 
1 cos

sin .
2 2
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Формулы косинуса и синуса поло-
винного угла

1 cos1 cos
cos ,cos ,

2 22 2
  

                   (5)

1 cos1 cos
sin .sin .

2 22 2
  

                    (6)

Докажите, что верны формулы танген-
са и котангенса половинного угла: 

1 cos ;
2 1 cos

tg  


 


     
1 cos .

2 1 cos
ctg  




 


Пример: 4. Известно, что 
3

cos
5

    и 

180 270    . Найдем значения: sin ,
2


cos ,
2


2
tg 

.
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Решение. Поскольку 180 270   , то 

90 135 ,
2


     т. е. 
2


 находится во II чет-

верти. Синус этого угла будет положи-
тельным числом, косинус — отрицатель-
ным:

3
1

2 51 cos 5sin ,
2 2 2 5
 

         

3
1

51 cos 5cos .
2 2 2 5
 

          

Значение 
2

tg 
 можно найти двумя спо-

собами:
Способ 1. 

3
1

1 cos 5 2.
32 1 cos 1
5

tg  


         
    

 



104

Способ 2. 

ins 2 5 52 : 2.
2 2 5cos

2

tg





 

      
 

Ответ: 
2 5

;
2

 
5

;
5

 -2.

Выразим 
2

tg 
 через sin  и cos : 

in 2cos sins sin2 2 2 ,
2 1 coscos 2cos cos

2 2 2

tg

  
 

   
  


 

так как 22cos 1 cos
2
  

или

in sin 2sins 1 cos2 2 2 ,
2 sincos 2cos sin

2 2 2

tg
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так как 22sin 1 cos .
2
  

Отсюда, 
sin 1 cos

.
2 1 cos sin

tg   
 


 



Пример: 5. Найдем значение 
8

tg 
.

Решение. Угол 
8


 находится в I четвер-

ти, тогда

 

2
1 cos 1

4 2 2 1.
8 2sin

4 2

tg






 
   

Ответ: 2 1.

Пример: 6. Докажем тождество 
2cos 1

sin2
4

2 2
ctg tg

 
 




.



106

Доказательство. 
2 2cos cos

1 cos 1 cos
2 2 sin sin

ctg tg

 
   

 

 
 

 

2cos sin 1 1
sin cos sin2 .

2cos 2 2
    


  

 

1. Для каких углов   и   можно исполь-
зовать формулы косинуса, синуса и тан-
генса двойного и половинного углов? 

2. Для каких углов   и   можно использовать 
формулы понижения степени? 

A

15.1. Упростите выражение:

1) 
sin2

;
2cos

x
x

   3) 2 2sin cos ;x x

2) 
22sin

;
sin2

x
x

   4) 
cos2

;
sin cos

x
x x
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5) 
sin2 2sin

;
cos 1
 




      8) 
cos2 2

;
2sin

tg 


6) 
cos sin2

;
1 2sin
 





      9) 

2cos cos2
.

2
x x

ctg x

7) 
2(sin cos )

;
1 sin2
x x

x




15.2. Найдите значение выражения:

1) 

2

2

cos
8 ;

1 sin
8






     4) 2sin15 cos15 ; 

2) 
2

2
12 1;

1
12

tg

tg







     5) 4sin15 cos15 cos30 ;  

3) 2

2 75
2 ;

1 75
tg
tg




 
    6) 2 2cos 15 cos 75 . 
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15.3. Упростите:

1) 
sin2

;
sin




    5) 
sin40

;
2cos20




2) 
sin2

;
2cos




   6) 
sin100

;
2cos50




3) 2 2

sin2
;

cos sin


 
 7) 

2

2

cos36 sin 18
;

cos 18
  



4) 2cos2 sin ;    8) 
2

sin
.

2cos
2




15.4. Вычислите:

1) sin2 , если 
4

cos
5

   и 
3

2
2
    ;

2) cos2 , если cos 0,2    и 
2
    ;

3) 2tg  , если 
3
4

tg   и 
3
2
   .



109

15.5. Вычислите sin2 ,  cos2 ,  2tg  , если:

1) 
3

sin
5

    и 
3

;
2
    

2) 
5

cos
13

   и 
3

2 ;
2
     

3) 
3
4

tg    и 
2
    .

15.6. Найдите значение sin2 ,  cos2 ,  

2ctg   и 2tg  , если 
2
     и 

2
sin

5
  . 

15.7. Найдите значения sin ,  cos ,  tg , 

если 0,5
2

tg 
 . 
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15.8. Упростите выражение:

1) 2 2cos sin cos2 ;   

2) cos2 cos2 ;tg tg    

3) sin2 cos2 ;ctg ctg    

4) 
1 1

;
1 1tg tg 


 

 

5) 2 2(sin sin ) (cos cos ) ;       

6) 
1 cos2 sin2

1 ;
1 cos2 sin2

x x
x x

 


 

7) cos (cos cos ) sin (sin sin );       

8) 
cos sin

1 2 2 ;
sin cos

ctg  
 

  

9) 2 2 2cos 4sin cos cos2 ;
2 2
   

10) c 2 .tg ctg 
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15.9. Дано: 
4

sin ,
5

   90 180   .

Найдите: a) sin2 ;  б) sin
2


. 

15.10. Найдите значения: sin ,
2


 cos ,
2


 

2
ctg 

 и 
2

tg 
, если 

1
cos

3
   и 0

2
  .

15.11. Найдите значения: sin ,
2


 cos
2


 и 

2
tg 

, 
14

sin
50

   и 
2
    .

15.12. Дано: 
4

cos ,
5

    180 270   .

Найдите: a) cos2 ;  б) cos
2


. 
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15.13. Докажите тождество: 

1) 21 sin 2cos ;
4 2
      
 

 

2) 21 sin 2sin .
4 2
      
 

 

B

15.14. Упростите выражение:

1) 1 8sin2 cos2 ;  

2)  1 cos2 sin2 ;tg      

3) 
2sin sin2

;
sin2 sin2

 
 



4) 
 
 2

45
.

1 45

ctg
ctg
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15.15. 1) 
cos2

;
cos sin


 

2) 
cos

;
cos sin

2 2


 


3) 4sin sin 90 sin(270 );
2 2
       

 

4) 
2sin

.
sin2

ctg 


15.16. 1) Пусть 
5
6

tg   и 1,5    . Най-

дите: sin2 ;  cos2 ;  2tg  . 

2) Пусть cos 0,8    и 1,5    . Най-

дите: sin0,5 ;  cos0,5 ;  0,5tg  . 
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15.17. Вычислите:

1) 
4

tg   
 

, если 
1

cos2
3

   

    и 
5
4
   ;

2) tg ctg  , если cos2 0,8   

    и 
2
    ;

3) 2 3
4

tg    
 

, если 
1

sin2
3

   .

15.18. 1) Пусть 
5

sin
13

   и 
2
    .

Найдите: sin2 ,  cos2 ,  2ctg  .

2) Пусть 
3
4

tg   и 
3
2
   . Найдите: 

sin2 ,  cos2 ,  2ctg  .
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3) Пусть cos 0,6    и 
3
2
   . Най-

дите: sin ,
2


 cos ,
2


 
2

ctg 
.

C

15.19. Выведите формулы: 

1) 3sin3 3sin 4sin ;   

2) 3cos3 4cos 3cos ;   

3) 
3

2

3
3 .

1 3
tg tgtg

tg
 







15.20. Известно, что 2
2

tg 
  . Найдите: 

1) sin3 ;  2) cos3 . 

15.21. Вычислите:

1) cos20 cos40 cos80 ;    
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2) 2 2 2sin 10 sin 50 sin 70 ;    

3) cos20 cos40 cos60 cos80 ;      

4) 
2

cos cos ;
5 5
 


5) 
3

sin sin .
10 10
 



15.22. Докажите тождество: 

1) 3 34sin cos3 4cos sin3      

  3sin4 ;  

2) 
3

3

cos cos3
.

sin sin3
tg  
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П

15.23. Докажите тождество: 

1) sin2 2sin ;x x  , если 0 x   ;

2) sin2 2cosx x , если 
2 2

x 
   . 

15.24. Найдите наибольшее и наименьшее 
значения выражения:

1) 2 2cos 3sin ;x x     3) 6 6sin cos .x x

2) 4 4sin cos ;x x

15.25. Упростите выражение:

1) 2 cos sin ;
4
     
 

2) 2 sin cos .
4
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Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

15.26. Представьте в виде произведения 
выражение: 

1)    sin sin ;       

2)    cos cos ;     

3)    sin sin ;     

4)    cos cos .       
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§ 16. Преобразование суммы 
и разности тригонометрических 

функций в произведение

Вы научитесь выводить и применять 
формулы преобразования суммы и раз-
ности тригонометрических функций в 

произведение.

Представим угол   в виде суммы: 

2 2
    

  и угол   — в виде разности:

2 2
    

 . 

Преобразуем сумму sin sin  : 

Получим sin sin sin
2 2

           
 

 

sin sin
2 2 2

           
 

cos cos sin
2 2 2
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sin cos
2 2

    
 cos sin

2 2
    

 

2sin cos .
2 2

    


Получили формулу суммы синусов: 

sin sin 2 sin cos .sin sin 2 sin cos .
2 22 2

           
      (1)

Сумма синусов двух углов равна уд-
военному произведению синуса полу-
суммы этих углов на косинус их полу-
разности.

Преобразуем разность sin sin  . 

Получим sin sin sin
2 2

           
 

sin
2 2

        
 

sin cos
2 2

    


cos sin sin cos
2 2 2 2
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cos sin 2cos sin .
2 2 2 2

          
  

Получили формулу разности синусов: 

sin sin 2cos sin .sin sin 2cos sin .
2 22 2

           
        (2)

Разность синусов двух углов равна 
удвоенному произведению косинуса 
полусуммы этих углов на синус их по-
луразности.

Преобразуем сумму cos cos  .

cos cos cos
2 2

           
 

cos
2 2

        
 

cos cos
2 2

    


sin sin cos cos
2 2 2 2

          
  

2
sin sin 2cos cos .

2 2 2 2
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Получили формулу суммы косинусов:

cos cos 2cos cos .cos cos 2cos cos .
2 22 2

           
        (3)

Сумма косинусов двух углов равна 
удвоенному произведению косинуса 
полусуммы этих углов на косинус их 
полуразности.

Преобразуем разность cos cos  .

Получим

cos cos cos
2 2

cos cos cos
2 2 2 2

sin sin cos cos
2 2 2 2

sin sin 2sin sin .
2 2 2 2

    

       

       

       

      
 

       
 
   

 

   
 

Получили формулу разности косинусов:
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cos cos 2 sin sin .cos cos 2 sin sin .
2 22 2

           
      (4)

Разность косинусов двух углов рав-
на удвоенному произведению синуса 
полусуммы этих углов на синус их по-
луразности, взятому со знаком минус.

Преобразуем сумму tg tg  :

Получим 
sin sin
cos cos

tg tg   
 

   

 sinsin cos cos sin
.

cos cos cos cos
    

   


 

Получили формулу суммы тангенсов:

 sinsin
.

cos coscos cos
tg tgtg tg

  
  

  


                (5)

Сумма тангенсов двух углов равна 
синусу суммы этих углов, деленному на 
произведение косинусов этих углов.
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Докажите формулу разности тангенсов  

tg tg  
 sin

cos cos
 
 


 . 

Формула разности тангенсов:

 sinsin
.

cos coscos cos
tg tgtg tg

  
  

  


              (6)

Разность тангенсов двух углов равна 
синусу разности этих углов, деленному 
на произведение косинусов этих углов.

Пример: 1. Вычислим значение суммы 
cos75 cos15   . 

Решение. По формуле 

cos cos 2cos cos
2 2

      
   по-

лучим:

cos75 cos15 2cos45 cos30      
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2 3 6
2 .

2 2 2
   

Ответ: 
6

.
2

Пример: 2. Преобразуем в произведе-
ние сумму sin sin2 sin3    . 

Решение. sin sin2 sin3    

 sin sin3 sin2      2sin2 cos  

1
sin2 2sin2 cos 2sin2 cos

2
          

 

cos60   4sin2 cos cos .
2 6 2 6
             
   

Ответ: 4sin2 cos cos .
2 6 2 6
             
   

Пример: 3. Преобразуем в произведе-
ние сумму sin cos  .
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Решение.

sin cos sin sin
2
         
 

2sin cos 2 cos .
4 4 4
             

   

Ответ: 2 cos .
4
   
 

1. Для каких углов   и   можно исполь-
зовать формулы суммы и разности три-

гонометрических функций этих углов?
2. Какие формулы можно применить, чтобы 
преобразовать в произведение сумму (раз-
ность) тангенса и котангенса некоторого угла? 

A

16.1. Представьте тригонометрическое 
выражение в виде произведения:

1) sin3 sin5 ;x x   2) sin2 sin6 ; 
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3) sin15 sin15 ;      6) cos13 cos5 ; 

4) sin130 sin10 ;     7) cos13 cos27 ;  

5) cos3 cos7 ;x x   8) cos78 cos18 .  

Преобразуйте выражение в произведе-
ние (16.2 – 16.3):

16.2. 1) 
3

sin sin ;
5 5
 


2) 
2

cos cos ;
3 6
 
  

3) 
3

sin sin ;
10 10
 


4) 
3

cos cos ;
4 4
 


5) cos cos ;
3 3
          
   

6) cos cos .
6 6

x x         
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16.3 1) sin sin ;x y

2) sin sin ;
4 4
          
   

3) sin sin ;
3 3
          
   

4) sin cos ;x y

5) sin2 cos4 ;x x

6) cos sin6 . 

16.4. Преобразуйте в произведение три-
гонометрическое выражение: 

1) 
1

sin ;
2

    4) 
2

sin ;
2

 

2) 
2

sin ;
2

    5) 
3

cos ;
2



3) 
1

sin ;
2

   6) 
1

cos .
2
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16.5 1) 
3

cos ;
2

    4) 2cos 2;x 

2) 
1

cos ;
2

    5) 3 2sin4 ;x

3) 1 2cos ;x     6) 3 2cos2 .x

16.6. Упростите выражение:

1) 
sin37 sin23

;
sin37 sin23

  
  

    5) 
cos cos

;
cos cos

 
 



2) 
cos20 cos140

;
cos20 cos140

  
  

  6) 
sin sin

;
sin sin

 
 



3) 
sin55 sin35

;
cos55 cos35

  
  

  7) 
cos cos

;
sin sin

 
 



4) 
cos25 cos85

;
sin25 sin85

  
  

  8) 
cos cos

.
sin sin
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16.7 1) 
cos5 cos

;
sin5 sin

x x
x x



2) 
sin2 sin

;
cos2 cos

x x
x x



3) 
sin2 sin6

;
cos2 cos6

x x
x x



4) 
cos2 cos3

;
sin2 sin3

x x
x x



5) 
sin4 sin6

;
cos3 cos7

x
 



6) 
sin7 sin11

;
cos10 cos8

 
 



7) 
   
   

cos 45 cos 45
;

sin 45 sin 45
 
 

    
    

8) 
   
   

in ins 45 s 45
.

sin 45 sin 45
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16.8. Преобразуйте выражение:

1) 75 15 ;tg tg      5) 50 20 ;ctg ctg  

2) 11 34 ;ctg ctg    6) 25 85 ;tg ctg  

3) 25 65 ;tg tg     7) 15 75 ;tg ctg  

4) 85 85 ;tg ctg     8) 15 75 .ctg tg  

B

16.9. Докажите тождество:

1) 
in in3 sin5s s 3 ;

cos cos3 cos5
tg   

  
 

 
 

2) 
in4 in5 sin6s s 5 ;

cos4 cos5 cos6
tg   

  
 

 

3) 
in 2cos3 sin5s 3 ;

cos 2sin3 cos5
ctg   

  
 

 
 

4) 
in6 sin7 sin8 sin9s .

cos6 cos7 cos8 cos9
tg    
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16.10. Преобразуйте в произведение вы-
ражение: 

1) 2 2sin sin ;     3) 23
sin ;

4
x

2) 2 2cos cos ;    4) 2 1
cos .

2
x 

16.11. Упростите выражение: 

1) 
22 in 49 1s ;

cos53 cos37
 

  

2) 2

in11 sin49s ;
1 2cos 54 30

  
 

3) 
3 in124 cos146 2cos34s ;
cos49 cos15 cos41 cos75

    
    

4) 
6 in25 3cos65 7sin155s

cos53 cos12 cos37 cos78
    

    
.

16.12. Преобразуйте выражение и найди-
те его значение:

1) 
in36 sin40 sin44 sin48s ;

2sin88 cos4 sin42
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2) 
cos6 cos12 cos36 cos42

;
sin87 cos15 cos24

      
  

3) 
cos16 cos24 cos32 cos40

;
cos86 sin8 cos28

      
  

4) 
in48 sin60 sin72 sin84s .

4cos84 sin12 sin66
      

  

C

16.13. Преобразуйте в произведение вы-
ражение:

1) 1 sin cos ;      3) 1 sin cos ;  

2) 1 sin cos ;      4) 1 sin cos .  

16.14. Разложите на множители или пред-
ставьте в виде дроби выражение: 

1) 23 4sin 4 ;   3) 25 3;tg  

2) 24cos 4 3;    4) 21 3 .ctg 
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16.15. Докажите тождество:

1) 43 4cos2 cos4
;

3 4cos2 cos4
x x tg x
x x

 


 
 

2) 
 

   

5
cos 2 sin 3 4 cos 6

2 2
4sin 5 3 cos 4

x x x

x x

 

 

          
    

 

cos2 .x

16.16. Вычислите: 

1) 9 27 63 81 ;tg tg tg tg      

2) 7,5 7,5 67,5 67,5 ;ctg tg tg ctg      

3)  4 cos24 cos12 cos48 cos84 ;      

4) 2 2 2cos 3 cos 117 cos 123 .      

П

16.17. Найдите:

1) cos , если sin 0,6   и 90 180   ; 
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2) sin , если cos 0,2    и 180 270   ; 

3) tg , если cos 0,4    и 90 180   ; 

4) ctg , если sin 0,3    и 270 360   . 

16.18. Вычислите:

1) 
5

6 7sin2
, если 0,2tg  ;

2) 
4

3 4cos2
, если 0,2tg  ;

3) 
1

2 3sin2
, если 0,1tg  ;

4) 
2

5 cos2
, если 0,3tg  .

16.19. Упростите выражение:

1)      sin sin 4 cos 6 2 ;x x x      
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2)   3
sin 2 2 4sin sin .

2
x x x      

 

16.20. Решите систему неравенств: 

1) 
2

2

6 16 0,

4 3 1;

x x

x

   


 
  2) 

2

2

2 0,

2 5 3.

x x

x

   


 

3

16.21. Преобразуйте тригонометрическое 
выражение:

1) cos( 2 ) sin sin2 ;       

2) cos(3 2 ) sin3 sin2 .     

16.22. Преобразуйте выражение:

1) sin(2 ) sin2 cos ;     

2) sin(3 2 ) cos3 sin2 .     
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§ 17. Преобразование 
произведения тригонометрических 

функций в сумму или разность

Вы научитесь выводить и применять 
формулы преобразования произведения 
тригонометрических функций в сумму 

или разность.

Используя формулы сложения, можно 
получить формулы преобразования 
произведения тригонометрических функ-
ций в сумму. Действительно, используя 
формулы синуса суммы и разности двух 
углов, найдем    sin sin      . Для 

этого почленно сложим равенства:

 sin sin cos cos sin ;       

 sin sin cos cos sin .       

Получим равенство:

   sin sin 2sin cos         .

Из этого равенства следует, что  

+
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   1
sin cos sin sin .sin cos sin sin .

2
                      (1)

Аналогично рассуждая, используя фор-
мулы синуса суммы и разности двух углов, 
найдем    sin sin       . Для этого 
почленно вычтем равенства:

 sin sin cos cos sin ;       

 sin sin cos cos sin .       

Получим равенство 

   sin sin 2cos sin        

Из этого равенства следует, что  

   1
cos sin sin sin .cos sin sin sin .

2
                       (2)

Аналогично рассуждая, используя фор-
мулы косинуса суммы и разности двух 
углов, найдем cos( ) cos( )      . Для 
этого почленно сложим равенства: 

cos( ) cos cos sin sin       
cos( ) cos cos sin sin .       

–

+
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Получим равенство

cos( ) cos( ) 2cos cos         .

Из этого равенства следует, что  

   1
cos cos cos cos .cos cos cos cos .

2
                      (3)

Аналогично рассуждая, используя фор-
мулы косинуса суммы и разности двух уг-
лов, найдем    cos cos      . Для 
этого почленно вычтем равенства:

 cos cos cos sin sin       

 cos cos cos sin sin .       

Получим равенство:

   cos cos 2sin sin         .

Из этого равенства следует, что  

   1
sin sin cos cos .sin sin cos cos .

2
                       (4)

–
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Пример: 1. Вычислим значение выра-
жения cos75 cos15  .

Решение. Используя формулу (3), полу-

чим  1
cos75 cos15 cos 75 15

2
      

   1
cos 75 15 cos90 cos60

2
        

1 1 1
0 .

2 2 4
    
 

Ответ: 
1

.
4

Пример: 2. Преобразуем в сумму про-
изведение sin3 sin7 cos4   .

Решение. Используя формулу (4) для 
первых двух множителей, получим  

 1
sin3 sin7 cos4 cos 3 7

2
      

 cos 3 7 cos4      1
cos4 cos10

2
  ×
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×  21
cos4 cos 4 cos10 cos4 .

2
    

Далее, используя формулу (3), получим

 21
cos 4 cos10 cos4

2
   

21 1 1
cos 4 cos14 cos6 .

2 2 2
      

 
Раскрыв скобки, получим

21 1 1
cos 4 cos14 cos6 .

2 2 2
   

Ответ: 21 1 1
cos 4 cos14 cos6 .

2 2 2
   

1. Для каких углов можно использовать 
формулы преобразования произведения 
тригонометрических функций в сумму?

2. Почему формулу  1
sin sin cos

2
       

 cos      относят к формулам преобразова-

ния произведения тригонометрических функ-
ций в сумму, а не в разность?
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A

17.1. Запишите в виде суммы тригономет-
рических функций выражение:

1) sin5 cos2 ; 

2) sin8 cos12 ; 

3) cos5 cos7 ; 

4)  cos6 cos 15 ;    

5) sin6 sin14 ; 

6)  sin3 sin 21 ;    

7) sin 5 cos3 ;
2
     
 

8)  sin 5 cos(3 3 );     

9) cos7 cos(2 9 ).   
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17.2. Представьте в виде суммы или раз-
ности выражение:

1) 2sin27 cos9 ; 

2) 2sin25 sin15 ;  

3) 2sin cos3 ; 

4) 2cos2 cos ; 

5) cos( 1)cos( 1);x x 

6) 2sin( )cos( );a b a b 

7) sin( )sin( );m n m n 

8) sin(2 3)sin( 3);x x 

9) sin(1 ) cos(1 2 ).x x  

17.3. Вычислите:

1) 2sin22 30 cos7 30 ;   

2) 2cos7 30 sin52 30 ;     
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3) cos cos ;
4 12
 


4) sin sin .
4 12
 


17.4. Докажите справедливость равенст-
ва:

1) cos75 sin345 0,25;    

2) sin105 sin295 0,25    .

17.5. Найдите значение выражения: 

1)  cos   , если 
1

sin sin
2

    и 

1
cos cos

2
    ; 

2)  cos   , если 
1

sin sin ;
2

    и 

1
cos cos

2
   ;
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3)  2 cos   , если 
1

cos cos ;
2

    и 

1
sin sin

2
    ;

4)  3cos   , если 
1

cos cos
2

     и 

1
sin sin

2
    .

17.6. Упростите выражение:

1) 2sin cos ;
4 3
         

   
 

2) 
2

2sin sin
3 3
         

   
. 

17.7. Докажите справедливость равенст-
ва:

1) 4cos cos 3 2cos ;
4 2 12 2
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2) 2 2 sin cos 1 2 sin ;
8 2 8 2
             
   

3)    2 2cos 45 cos 60x x     

    cos75 sin(75 2 ) sin2 ;x x    

4)    2 2sin 45 sin 30 cos75x x       

cos(15 2 ) sin2x x    .

17.8. Верно ли равенство:

1) cos100 cos110 cos20 cos10     

    cos10 ; 

2) 2cos47 cos73 sin64 0,5      ? 

B

17.9. Запишите в виде суммы выражение:

1) 8cos cos2 cos4 ;   

2) cos3 cos5 cos8 ;   
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3) 4sin sin4 cos5 ;   

4) 2cos sin2 cos6 ;   

5) sin sin3 sin6 ;   

6) 16sin cos2 sin10 .   

17.10. Найдите значение выражения: 

1) cos8 cos6 2sin5 sin3      , 

    если 
1

cos
3

   ;

2) cos12 cos6 2sin5 sin7      , 

    если 
1

cos
5

   ; 

3) sin2 cos5 sin cos6    , 

    если sin a  ; 

4) cos7 cos4 cos8 cos3    , 

    если cos a  . 
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17.11. Докажите, что верно равенство:

1) 
1

cos75 cos15 ;
4

   

2) 
1

sin105 sin75 ;
4

   

3) 24cos cos 1 4sin ;
6 6
            
   

 

4) 24sin cos 3 4cos
6 6
            
   

. 

17.12. Найдите значение выражения:

1) cos6 cos8 2sin3 sin5x x x x   , 

если 
3

sin
3

x  ; 

2) cos12 cos6 2cos7 cos5x x x x   , 

если 3
sin

3
x   .
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17.13. Докажите тождество:

1) 2 1
sin 2 cos 2 sin 2 ;

3 6 4
x x x           

   

2) 1 2cos2 4cos cos 0.
6 6

x x x            
   

17.14. Найдите значение тригонометри-
ческого выражения:

1) sin15 cos7 cos11 cos79 sin4 sin86 ;       

2) cos17 cos73 sin13 cos21     

    cos4 cos86 .  

17.15. Упростите выражение:

1) sin5 sin4 sin4 sin3 sin2x x x x x    

    sin 2sin3 sin5 cos ;x x x x  

2) 1 3 (60 ) .tg x tg x tgx      
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17.16. Докажите тождество:

1) 2

sin5 2sin3 cos3
5,5 ;

1 cos5 2sin 3
ctg   

 



 

2) 
22cos 2 cos5 1

4,5 ;
sin5 2cos2 sin2

ctg  
  

 



 

3)  
sin4 2sin2

cos 2 ;
2 cos cos3

tg   
 


 


 

4) 
2cos cos3 cos5

4cos2 .
cos3 sin sin2

   
  
 




C

17.17. Преобразуйте в сумму тригономет-
рических функций произведение:

1) 4sin5 cos15 sin25 ;    

2) 4sin20 cos20 cos80 .      
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17.18. Докажите тождество:

1) 4cos3 cos5 cos6 cos8      

    cos4 2cos5 cos3 ;      

2) 3 2 38sin cos sin 0,5sin .     

17.19. Вычислите: 

1) cos5 cos55 cos65 ;    

2) cos12 cos24 cos36 cos48       

    cos72 cos84 .   

П

17.20. Решите систему уравнений:

1) 
2 2

25
,

12

7;

x y
y x
x y

  

  

  3) 
2 2

3
2,

8;

x y
y x

x y

   

   

2) 
2 2

5
,

6

5;

x y
y x
x y

  

  

  4) 
4

5,

4.

x y
y x
xy

  

 

 



152

17.21. Найдите область определения функ-
ции:

1) 
3 23 10

;
4

x x xy
x

 



 

2) 
3 24 12

;
1

x x xy
x

  




3) 
2 3 10

2 5;
4

x xy x
x
 

  


 

4) 
2 2 15 2

.
7 5

x xy
x x

  
 

 

17.22. Найдите значение выражения:

1) 2 21 sin 68 sin 38 0,5sin106 ;     

2) 2 2sin 35 sin 25 0,5cos10 3.     
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Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

17.23. Упростите выражение:

1) 

2 22

2 2

cos sin cos
222 ;

1 8sin cos
2 2



 

 




2) 
4 4sin 2sin cos cos

.
2 1tg

   


 


17.24. Докажите тождество:

1) 
sin sin4 sin7

4 ;
cos cos4 cos7

tg   
  

 


 

2) 
   
   

sin sin
;

cos cos
tg

   


   
  


  

3) 
sin 2cos4 sin7

4 ;
cos 2sin4 cos7

ctg   
  
 

 
 

4) 
sin9 sin8 sin7 sin6

.
cos6 cos7 cos8 cos9

tg    
   

  


  



154

§ 18. Тождественные преобразования 
тригонометрических выражений

Вы научитесь выполнять тождественные 
преобразования тригонометрических 
выражений. 

Рассмотрим преобразования тригоно-
метрических выражений на примерах. 

Пример: 1. Докажем тождество 
1 cos2 sin2

2sin
sin sin

2

x x x
x x

 


   
 

.

Решение. Воспользуемся основным 
тригонометрическим тождеством: 

2 2cos sin 1x x   и формулами двойного 
угла: 2 2cos2 cos sinx x x   и 
sin2 2sin cosx x x . Далее в знаменателе 
применим формулу приведения 

sin cos
2

x x   
 

.
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Тогда получим: 
1 cos2 sin2

sin sin
2

x x

x x
 


   
 

2 2 2 2cos sin cos sin 2sin cos
cos sin

x x x x x x
x x

   
 



 2sin cos sin
2sin .

cos sin
x x x

x
x x






Пример: 2. Выразим дробь 
sin cos
sin cos

 
 



 

через tg .
Решение. Разделим каждое слагаемое 

числителя и знаменателя дроби на cos 0 .
Тогда 

 

sin cos
sin cos 1cos cos ;

sin cossin cos 1
cos cos

tg
tg

 
   

   
 

 
 

 

Ответ: 
1
.

1
tg
tg
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Пример: 3. Докажем тождество 

sin22 sin8 sin12 sin2
sin30 cos70 cos80
     


   

.

Доказательство. Упростим левую часть 
равенства. Для этого используем форму-
лы суммы синусов и двойного угла для си-
нуса. 

Тогда

sin22 sin8 2 15 cos7 cos7sin .
sin30 2sin15 cos15 cos15
     

 
   

Теперь упростим правую часть равенст-
ва. Для этого используем формулы раз-
ности синусов и разности косинусов. 

sin12 sin2 2 5 cos7sin
cos70 cos80 2sin75 sin( 5 )

    
 

      

2 5 cos7 cos7sin .
2cos15 sin5 cos15

  
 

  
 После преобра-

зования правой и левой частей тождества

sin22 sin8 12 sin2sin
sin30 cos70 cos80
     


   

 получили 



157

одинаковое выражение 
cos7

.
cos15




 Следова-

тельно, 
sin22 sin8 12 sin2sin

sin30 cos70 cos80
     


   

. 

Пример: 4. Докажем тождество 
2 2 4 42sin cos sin cos 1       .

Доказательство. Выполним преобра-
зование правой части равенства. Для это-
го к ней прибавим и вычтем одно и то же 
выражение 2 22sin cos  . Получим

4 4 2 2sin cos 2sin cos     
2 2 4 2 22sin cos 1 (sin 2sin cos        

4cos )  2 2 22sin cos 1 (sin    
2 2 2 2cos ) 2sin cos 1 1      
2 2 2 22sin cos 1 2sin cos       , что и 

требовалось доказать.
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В некоторых случаях для доказательст-
ва тождества приходится выполнить 
преобразования обеих его частей и полу-
чить одно и то же выражение.

Мысал: 5. Докажем тождество
6 6 4 42(sin cos ) 1 3(sin cos )       .

Доказательство. Сначала преобра-
зуем выражение, стоящее в левой части: 

6 6 2 3 2 32(sin cos ) 1 2 (sin ) (cos )         

1  2 2 4 22 (sin cos )(sin sin      
2 4cos cos ) 1     

42 1 (sin   
2 2 4 2 2sin cos cos 3sin cos       

2 23sin cos ) 1    
2 2 22 (sin cos )   

2 2 2 23sin cos ) 1 2(1 3sin cos )       
2 2 2 21 2 6sin cos 1 3 6sin cos .        
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Теперь преобразуем выражение, стоя-
щее в правой части:

4 4 2 2 2 23(sin cos ) 3 (sin ) (cos )      
2 2 2 22sin cos 2sin cos      
2 2 2 2 23 (sin cos ) 2sin cos       

2 2 2 23(1 2sin cos ) 3 6sin cos .      

Таким образом, преобразовав обе час-
ти равенства, получили одно и то же вы-
ражение: 2 23 6sin cos   что и требова-
лось доказать.

В отдельных случаях при доказательст-
ве тождеств используют различные пра-
вила, свойства и т. п.

Пример: 6. Докажем тождество 
1 sin cos
cos 1 sin

 
 





.

Доказательство. Если это равенство 
рассматривать как пропорцию, то можно 
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воспользоваться свойством: равенство 
a c
b d
  является пропорцией тогда и толь-

ко тогда, когда произведение ее крайних 
членов ad  равно произведению ее сред-
них членов bc . Вместо данного тождества 
докажем тождество: (1 sin )(1 sin )     

cos cos   . Преобразуем его левую 
часть, получим (1 sin )(1 sin ) 1     

2 21 sin cos .  
Преобразуем правую часть, получим 

2cos cos cos    .
Примечание. При доказательстве тож-

деств, содержащих дробные выражения, 
надо обязательно учитывать допустимые 
значения переменной.

Таким образом, в последнем 6-м при-
мере — cos 0   и sin 1.  

1. Преобразование каких частей тож-
дества можно выполнять для его дока-
зательства?
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A

18.1. Упростите тригонометрическое вы-
ражение:

1) cos sin ;
2 2
           

   

2)  8 945 810 (450 );tg tg ctg       

3)   3 3
sin 2 2cos sin ;

2 2
              

   

4)    sin ;tg       

5)   31
sin 23 2018 cos 2018 ;

2
     

 

6)  35
sin cos 68 .

2
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18.2. 1) 
57

(9 ) ;
2

tg ctg       
 

2) 

11 7
cos cos( 4 )

2 2 ;
11

(5 )sin
2

tg

ctg

    

  

         
   

   
 

3) 
15

sin(7 ) cos
2
       

 

    
19

sin cos(6 );
2
        

 

4) 
  25

sin 4
2 ;

9
cos (17 )

2

tg

ctg

  

   

   
 

   
 

5) 
 

2
2

1
(540 ) 1 ;

cos 360
tg 



 
      

6) 
13

(13 ) sin( 22 ).
2

tg tg           
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Найдите значение выражения, предва-
рительно преобразовав его (18.3–18.5):

18.3. 1) sin7 cos23 sin23 cos7 1;     

2) 
4sin25 sin65

;
cos40

 


3) 
22 23

;
1 22 23
tg tg

tg tg
  

  

4) sin64 cos26 cos64 sin26 sin30 .      

18.4. 

1) 
cos14 sin14 cos42 sin42

;
2 cos14 sin73

      
 

2) 
sin36 sin40 cos62 cos42

;
4cos6 cos4 sin38
     

  

3) 2

sin8 sin10 sin12 sin14
;

4sin11 cos1 sin 1
      

  

4) 
cos5 cos85 sin75 sin15

.
4 2 cos5 sin55
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18.5. Упростите выражение и найдите его 
значение:

1) 
3cos215 4cos35 2sin125

;
cos17 cos18 cos73 cos72

    
    

2) 
5sin211 8cos59 5sin31

;
sin54 sin67 sin36 sin23

    
    

3) 
7cos29 2cos151 4sin61

;
cos67 cos38 cos23 cos52

    
    

4) 
2sin54 3cos36 2cos144

.
sin70 sin74 sin20 sin16

    
    

18.6. Проверьте справедливость равенст-
ва:

1) sin93 sin63 sin33 ;    

2) cos14 sin16 cos46 .    

18.7. Вычислите:

1) 
 4 cos20 sin20

;
2 sin25
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2) 
 2 cos25 sin25

;
sin20

  


 

3) 
21 2cos 13

;
cos26

 


4) 
21 2sin 46

.
8cos92
 



18.8. Вычислите:

1) 2

sin cos 2
5cos 1
 





, если 2tg  ;  

2) 2 2

sin cos 3
6cos sin

 
 




, если 2tg   ;

3) 2 2

2sin cos 3
4cos sin

 
 




, если 4tg   ;

4) 
2

2

cos 2
cos 3sin cos


  




, если 3tg  . 
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B

18.9. Найдите значение тригонометричес-
кого выражения:

1) 
cos11 3cos9 3cos7 cos5

cos8
   


  

,

если 
1

cos
3

  ;

2) cos2 cos6  , если 
1

cos
3

  ;

3) sin5 sin3  , если 
2

sin
5

  ;

4) cos3 cos5  , если 
1

cos
3

  . 

18.10. Вычислите:

1) 1 5 9 ... 85 89 ;tg tg tg tg tg         

2) 2 8 14 ... 82 88 .ctg ctg ctg tcg ctg         
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18.11. Вычислите:

1) sin cos
2 2
x x
 , если sin 0,21x  ;

2) tgx , если sin cos 0,4
2 2
x x
  ;

3) cos x , если sin cos 0,5
2 2
x x
  ;

4) sin cos
2 2
x x
 , если sin 0,44x   ;

5) sinx , если sin cos 0,6
2 2
x x
  ;

6) 10 sin cos
2 2
x x  

 
, если cos 0,8x  .

18.12. Вычислите:

1) 
2 4 6

cos cos cos ;
7 7 7
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2) 
2 4 2 6

cos cos cos cos
7 7 7 7
   
   

    
4 6

cos cos .
7 7
 



18.13. Найдите значение выражения:

1) sin( )  , если 
1

sin cos ;
4

    

9
2
   ;

2) sin( )  , если 
1

sin cos ;
4

     

2
    ;

3) 5cos( )  , если 
1

cos cos ;
2

    

3
   ;

4) 4sin( )  , если 
1

sin cos ;
4

    

6
    .
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18.14. Вычислите:

1) 4 4sin cos  , если 
1

sin cos
2

   ;

2) 3 3sin cos  , если sin cos 0,8   ;

3) 3 3sin cos  , если sin cos 1,2   ;

4) 4 4

1 1
sin cos 

 , если 
3

sin cos
2

   ;

5) 3 3

1 1
2

sin cos 
 , если 

    
1

sin cos
2

   ;

6) 6 6sin cos  , если 
3

sin cos
2

   .

18.15. Найдите значение тригонометри-
ческой функции:

1) tg , если 2 sin 5cos 10tg     ;
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2) ctg, если 3 4sin cos 12tg     ;

3) ctg, если 2 sin 10cos 20tg     ;

4) tg , если 3 0,1sin cos 0,3ctg      . 

18.16. Упростите выражение:

1) 2 2cos cos cos( )cos( );        

2) 2 2sin sin cos( )cos( );        

3) 2 25 3
cos sin ;

8 8
          

   

4) 2 25 7
sin cos .

12 12
          

   

18.17. Докажите, что верно равенство:

 8cos20
30 40 50 60

3
tg tg tg tg 

        .
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C

18.18. Докажите тождество:

1) sin sin2 sin3 ... sinn       

    

( 1)
sin sin

2 2 ;
sin

2

n n 







2) cos cos2 cos3 ... cosn       

    

( 1)
sin cos

2 2 .
sin

2

n n 







18.19. Найдите значение выражения 
sin4
sin




, если известно, что 

24sin 9cos 6 0    . 
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18.20. Сократите дробь:

2 2 2

2 2

4cos 2 4cos 3sin
5

4cos sin (2 2 )
2

  
   

 
    
 

. 

18.21. Упростите выражение:

1) 2 20,125cos4 sin cos ;  

2) 2 2sin cos 2 2 ;tg ctg ctg     

3) 2

1 2cos2
;

1 sin(2 1,5 )tg


 


 
 

4) 
2 sin sin

1 4 .
1 cos2tg

  

 

  
 



18.22. Докажите тождество:

sin sin3 sin5 sin7x x x x   
4cos cos2 sin4x x x . 
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18.23. Найдите множество значений вы-
ражения:

1) cos sin ;tgx x ctgx x

2) cos sin .tgx x ctgx x

18.24. Докажите тождество:

1) 
sin4 cos2

;
1 cos4 1 cos2

x x tgx
x

 
 

2) 
3

3

cos cos3
;

sin sin3
x x tgx
x x





 

3) 
21

sin4 cos4 2 ;
2

tg xx xctg x
tgx


   

4) 4sin sin sin sin3 .
3 3

x x x x         
   

18.25. Найдите значение выражения:

1) 
1 cos2
3 2sin2







, если 2tg  ; 



174

2) 
3sin4

1 4cos2



, если 3tg   .

18.26. Найдите наибольшее и наименьшее 
значения выражения: 

2

4 4

2cos cos4 1

cos sin
2 2

 
 
 


.

18.27. Найдите значение суммы:

1) 2 3sin sin sin ... sin ...;
6 6 6 6

n   
    

2) 2 3 ... ... .
3 3 3 3

nctg ctg ctg ctg   
    

П

18.28. Найдите значение выражения:

1) 10 7

9 6

1 ;
P P
P P

    2) 7 3
9

9

2;
P

A
P
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3) 7 2
10

10

4
0,5;

P
A

P
      4) 

4
6 5

6
3

: .
A

C
P

18.29. Найдите количество четных четы-
рехзначных чисел, которые можно сос-
тавить из цифр 1, 3, 5, 0, при условии, что 
ни одна цифра не повторяется дважды.

18.30. Решите уравнение: 

1) 2 7 ;xA x    2) 2 5 24.xA x   

Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

18.31. Найдите число способов покупки 
1 кг груш и 1 кг мандаринов, если в ма-
газине имеется 5 сортов груш и 4 сорта 
мандаринов.

18.32. В двух ящиках было 120 яблок. Три 
яблока переложили из первого ящика 
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во второй. В результате количество яб-
лок во втором ящике стало в два раза 
больше, чем в первом. Сколько яблок 
было в первом ящике первоначально?

Проверь себя!
1. Отношение ординаты точки на окруж-

ности к ее абсциссе называется:

А) синусом угла;  
B) косинусом угла;  
C) тангенсом угла; 
D) котангенсом угла.

2. В какой четверти расположен угол в 
75?

А) I;     C) III; 
B) II;     D) IV.

3. Найдите значение cos30 .

А) 
1

;
2

    C) 
3

;
2

B) 1;     D) 
1

.
3
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4. Поворотом на какой угол радиус займет 
такое же положение, что и при поворо-
те на угол 80°:

А) 180°;     C) 380°; 
B) 440°;     D) 120°.

5. Найдите значение выражения 
4cos90 8sin60  :

А) 4 3;      C) 0;

B) 4 4 3;     D) –4.

6. Среди чисел найдите число, которое 
меньше нуля:

А) sin140 ;     C) sin50 ;  

B) cos140 ;     D) cos50.

7. Найдите значение cos( 30 )  :

А) 
3

;
2

  B) 
3

;
2

     C) 
1

;
2

    D) 
1

.
2
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8. Углом какой четверти является угол  , 
если sin 0,   cos 0  : 

А) I;    C) III;
B) II;    D) IV? 

9. Найдите значение sin390 :

А) 
3

;
2

     C) 
1

;
2



B) 
3

;
2

      D) 
1

.
2

10. Какое из выражений не имеет смысла:

А) cos0 ;     C) 0 ;ctg 

B) 0 ;tg      D) 90ctg ?

11. Выразите в радианах угол 
3
4


:

А) 30 ;    B) 135 ;     C) 
3

;
4

       D) 45 .
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12. Выразите в радианах угол 200:

А) 
7

;
9


    B) 
10

;
9


   C) 200 ;    D) 2 .

13. В какой четверти расположен угол 
10

9


?

А) I;     C) III; 
B) II;    D) IV.

14. Упростите sin
2
   
 

:

А) sin ;     C) sin ;

B) cos ;     D) cos .

15. Замените тригонометрической функ-
цией угла   выражение (180 )tg   :

А) ;tg     C) ;tg

B) ;ctg    D) .ctg
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16. Найдите значение 
7

cos
6


:

А) 
3

;
2

   C) 
1

;
2



B) 
3

;
2

    D) 
1

.
2

17. Найдите значение cos150 :

А) 
3

;
2

   C) 
1

;
2



B) 
3

;
2

    D) 
1

.
2

18. Упростите выражение 2cos (360 )x   
2cos (270 )x   :

А) 
1

;
2

   B) –1;     C) 1;      D) 0.
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19. Найдите 2tg  , если 
4

cos (0
5

   

)
2
  : 

А) 
24

;
7

    C) 
24

;
25

   E) 
25

.
7

B) 
24

;
7

   D) 
24

;
25

20. Найдите 2ctg  , если 
3

sin (
5

     

3
)

2
  :

А) 
7

;
24

   C) 
25

;
24

   E) 
25

.
7

B) 
24

;
7

   D) 
24

;
25
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Глава III

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ

§ 19. Событие и его виды

Вы познакомитесь с понятиями: собы-
тие, случайное событие, достоверное 
событие, невозможное событие, благо-

приятствующие исходы, равновозможные и 
противоположные события; научитесь разли-
чать элементарное событие от неэлементар-
ного. 

Под событием понимается всякое яв-
ление, о котором имеет смысл говорить, 
что оно происходит (имеет место) или не 
происходит. 

Пример: 1. 1) «Утром пойдет дождь»; 
2) «девятиклассники изучают алгебру»;
3) «на елке вырастут яблоки»; 
4) «при телефонном вызове абонент 

окажется занят»; 
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5) «число вызовов по телефонной связи 
в каждый момент времени»; 

6) «попадание в цель при стрельбе из 
оружия».

Событиями являются и результаты раз-
личных опытов, наблюдений и измерений.

Пример: 2. 1) «Выпал герб (в опыте под-
брасывания монеты)»; 

2) «выпала решка (в опыте подбрасыва-
ния монеты)». 

Испытание, или опыт — это комплекс 
условий, в которых могут осуществиться 
или не осуществиться рассматриваемые 
события (результаты). 

При многократном повторении ком -
плекса условий говорят о серии испыта-
ний. 

Для обозначения событий используют 
символы: А , В , С  и т. д.

События делят на достоверные, слу-
чайные и невозможные. 
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События

Достовер-
ные

Событие называется достовер-
ным, если оно обязательно про -
изойдет в данном испытании 

Случай-
ные

Событие называется случайным, 
если оно может произойти, но мо-
жет и не произойти

Невоз-
можные

Событие называется невозмож-
ным, если оно не может про -
изойти в данном испытании, т. е. 
свершение которого при данных 
условиях исключается

Пример: 3. Примером случайного со-
бытия является событие: 

1) «выпадение герба», связанного с 
опытом подбрасывания монеты, в одних 
случаях, которое может произойти, в дру-
гих — может и не произойти; 

2) «утром пойдет дождь», связанного с 
состоянием погоды, в одних случаях, ко-
торое может произойти, в других — мо-
жет и не произойти. 



185

Примером достоверного события яв-
ляется событие: 

1) «девятиклассники изучают алгебру»;
2) «за осенью наступит зима».
Примером невозможного события яв-

ляется событие: 
1) «при подбрасывании монеты дос-

тоинством 5 тг выпадет 2 тг»;
2) «за июнем сразу наступит январь».

В результате опыта могут 
произойти различные случай-
ные события. Случайное со-
бытие «при бросании играль-
ной кости выпала четверка» 

является элементарным событием — его 
нельзя разделить на более простые. Со-
бытие «при бросании игральной кости вы-
пало нечетное число очков» не является 
элементарным событием — его можно 
разделить на более простые: «при броса-
нии игральной кости выпало одно очко», 
«при бросании игральной кости выпало 
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три очка», «при бросании игральной кости 
выпало пять очков».

События, которые нельзя разделить 
на более простые события, называются 
элементарными событиями.

Исход опыта, в котором наблюдается 
интересующее нас событие, называет-
ся благоприятствующим исходом.

Пример: 4. В классе 25 учащихся. Из 
них 17 мальчиков. Рассмотрим событие 
А: «наугад выбранный учащийся является 
мальчиком». Число благоприятствующих 
событию А исходов равно 17. 

Если из некоторого множества отби-
рается один элемент и при этом никакому 
элементу множества не отдается пред-
почтения по сравнению с другими, то го-
ворят, что каждому элементу множест-
ва обеспечена равная возможность быть 
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отобранной (принцип равновозможности). 
Такие события называют равновозмож-
ными событиями.

Равновозможными исходами назы-
ваются исходы опыта, которые имеют 
одинаковые шансы наступления.

Пример: 5. Так, являются равновоз-
можными события:

А: «при бросании игральной кости вы-
пала цифра 1»; 

В: «при бросании игральной кости вы-
пала цифра 2»;

C: «при бросании игральной кости вы-
пала цифра 3»; 

D: «при бросании игральной кости вы-
пала цифра 4»; 

E: «при бросании игральной кости вы-
пала цифра 5»; 

F: «при бросании игральной кости выпа-
ла цифра 6». 
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Событием, противоположным собы-
тию А , называется событие A , которое 
наступает тогда и только тогда, когда 
не наступает событие А .

Пример: 6. Парами противоположных 
событий являются:

«попадание при выстреле» и «промах 
при выстреле»;

«безотказная работа всех элементов 
системы» и «отказ работы хотя бы одного 
элемента системы»; 

«выпал герб при бросании монеты» и 
«выпала решка при бросании монеты». 

Событием, противоположным собы-
тию «вынули синий шар» в опыте, когда 
вынимают один шар из ящика с зелены-
ми, желтыми и синими шарами, является 
«вынули шар хотя бы один: желтый или 
зеленый». 
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Достоверное событие обозначают 
буквой U .

Невозможное событие обозначают 
буквой V .

,U V  .V U

1. Приведите примеры случайных собы-
тий.

2. Являются ли события «выпал герб при бро-
сании монеты» и «выпала решка при бросании 
монеты» равновозможными?
3. Почему событие «при бросании игральной 
кости выпало четное число очков» не является 
элементарным?
4. Назовите событие, которое противополож-
но событию «при бросании игральной кости 
выпало четное число очков».

A

19.1. Каким (невозможным, достоверным 
или случайным) является событие — из 
списка журнала учащихся 9 класса (в 
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котором есть девочки и мальчики) слу-
чайным образом выбран один учащий-
ся: 
1) это мальчик;
2) выбранному учащемуся 14 лет; 
3) выбранному учащемуся 14 месяцев; 
4) этому ученику больше 5 лет?

19.2. Каким (невозможным, достоверным 
или случайным) является событие — 
сегодня в городе барометр показывает 
нормальное атмосферное давление, 
при этом:
1) вода в чайнике закипела при темпе-
ратуре 70°C;
2) когда температура упала до –9°С, то 
вода в луже замерзла? 

19.3. Каким (невозможным, достоверным 
или случайным) является событие: «Из-
мерены длины сторон треугольника: 
оказалось, что длина каждой стороны 
меньше значения суммы длин двух дру-
гих сторон»? 
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19.4. Каким (невозможным, достоверным 
или случайным) является событие — 
бросают две игральные кости: 
1) на первой кости выпало 2 очка, на 
второй — 5 очков; 
2) сумма выпавших на двух костях оч-
ков равна 1;
3) сумма выпавших на двух костях оч-
ков равна 13;
4) сумма выпавших на двух костях оч-
ков меньше 14?

19.5. Каким (невозможным, достоверным 
или случайным) является событие — 
случайным образом открывается учеб-
ник казахского языка и находится вто-
рое слово на левой странице. Это слово 
начинается с буквы: 
1) «Ә» или «Ң»; 
2) «Ъ»?

19.6. Приведите пять примеров противо-
положных событий. 
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B

19.7. Является ли элементарным данное 
событие? Если нет, то разделите его на 
простые события: 
1) событие А: «случайным образом сос-
тавленное квадратное уравнение имеет 
действительные корни»; 
2) событие В: «дискриминант квадрат-
ного уравнения отрицателен». 

19.8. Являются ли равновозможными со-
бытие А и событие В, если событие А 
заключается в том, что случайным об-
разом выбранная функция ( )y f x  на 
множестве R  монотонно возрастает; 
событие В заключается в том, что 
(56) (57)f f ?

19.9. Перечислите все равновозможные 
события, которые могут произойти в 
результате подбрасывания: 
1) одной монеты; 
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2) игрального кубика;
3) двух монет.

19.10. Укажите события, противополож-
ные событию:
1) моего соседа по парте зовут не Али-
бек и не Азамат;
2) явка на выборы была от 82% до 93%;
3) на контрольной работе по математи-
ке я не выполнил, как минимум, два за-
дания из пяти. 

19.11. Назовите событие, противополож-
ное событию в данном испытании:
1) при бросании монеты выпала решка;
2) при бросании игральной кости выпа-
ло 4 очка;
3) из корзины, в которой лежат 3 белых 
и 6 красных шаров, случайным образом 
вынут красный шар; 
4) при бросании игральной кости выпа-
ло меньше 4-х очков;
5) случайно выбранная цифра меньше 7;
6) из 5 выстрелов по мишени хотя бы 
одна пуля попала в цель.
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C

19.12. При бросании игральной кости вы-
пало нечетное число очков. Является ли 
это событие элементарным? Разделите 
это событие на простые события. 

19.13. Из перечисленных событий назови-
те равновозможные: 
1) при бросании игрального кубика вы-
пало 2 очка; 
2) при бросании игрального кубика вы-
пало 4 очка; 
3) при бросании игрального кубика вы-
пало 6 очков; 
4) при вынимании из колоды карт одной 
карты был вынут туз; 
5) при вынимании из колоды карт одной 
карты был вынут валет.
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П

19.14. Выполните: 

1)  2

2
1 1 ;

1

x x x
x

 
   

 
 

2) 2

1 1
: .

a
a xa x a x

 
    

19.15. Решите методом интервалов нера-
венство:

1) 
2

1 1
x

x x


 
;  2) 

2 2
1 .

2 2
x

x x
 

 

19.16. 1) На сколько процентов увеличит-
ся значение произведения двух чисел, 
если одно из них увеличить на 30%, 
другое — на 20%? 
2) На сколько процентов уменьшит-
ся значение произведения двух чисел, 
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если одно из них уменьшить на 25%, 
другое — на 40%? 
3) На сколько процентов уменьшится 
дробь, если ее числитель уменьшить на 
40%, знаменатель — на 20%?
4) На сколько процентов уменьшится 
значение произведения двух чисел, если 
одно из них уменьшить на 50%, другое 
увеличить на 20%?

19.17. На диаграмме (рис. 48) показано ко-
личество цветов в цветочном магазине. 
Сколько гвоздик в магазине, если всего 
цветов 900 штук и гвоздик в целое чис-
ло раз больше, чем астр?

астры

гвоздики

хризантемы

  розы

Рис. 48
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19.18. Известно, что график функции 
2 4y x ax    проходит через точку 

М (–1; 3). Постройте график этой функ-
ции и найдите наименьшее значение 
функции.

Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

19.19. Если бросается игральная кость, 
то какие элементарные события соот-
ветствуют тому, что выпавшее чис-
ло очков: 1) четное; 2) нечетное; 
3) больше 3?

19.20. Составьте несколько правильных 
обыкновенных дробей, если числа, 
стоящие в числителе этой дроби, выби-
раются из множества натуральных чи-
сел, принадлежащих интервалу (2; 6), 
а числа, стоящие в знаменателе, — из 
множества натуральных чисел, принад-
лежащих интервалу (5; 8).
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§ 20. Определение классической 
вероятности. Статистическая 

вероятность 

Вы познакомитесь с классическим опре-
делением вероятности и статистическим 
определением вероятности; научитесь 

применять классическое определение вероят-
ности и статистическое определение вероят-
ности для решения задач.

Предвидеть события в массовых явле-
ниях позволяет такой раздел математи-
ки, как теория вероятностей. Она приме-
няется при анализе различных процессов 
и явлений, изучает количественные зако-
номерности, которым подчиняются одно-
родные массовые события.

Для практической деятельности надо 
уметь сравнивать события по степени 
возможности их наступления. Например, 
в реке плавают щуки и караси. Очевидно, 
что события «поймали щуку» и «поймали 
карася» обладают разной степенью воз-
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можности их наступления, поэтому для их 
сравнения нужна определенная количест-
венная мера.

Количественной мерой возможнос-
ти наступления события является ве-
роятность. Наиболее широкое распро-
странение получили два определения 
вероятности события: классическое и 
статистическое.

Классическое определение вероятнос-
ти применимо только для тех событий, ко-
торые равновозможны.

Вероятностью события А  назы-
вается отношение числа m , благоп-
риятствующих этому событию исходов, 
к общему числу исходов n , если они 
равновозможные.

Вероятность событий обозначается 
большой латинской буквой Р  (от фран-
цузского слова probabilite, что означает 
«возможность», «вероятность»).
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Вероятность события А  обозначается: 
Р (А ).

Вероятность события А  вычисляется 

по формуле: ( ) ,
mP A
n

  где m  — число 

исходов, благоприятствующих этому 
событию А , n  — общее число равно-
возможных исходов.

Пример: 1. Вероятность события А  — 
«выпадет «орел» и события В  — «выпадет 
«решка» можно записать так: ( ) 0,5,P A   

( ) 0,5,P B   или ( ) 50%,P A   ( ) 50%.P B 

Объясните
Почему вероятность события А  заклю-

чена между нулем и единицей: 0 ( ) 1?P A 

Пример: 2. Найдем вероятность собы-
тия Х  — «число выброшенных очков на 
игральной кости является простым чис-
лом».



201

Решение: Для нахождения вероятности 
события Х  воспользуемся формулой:  

( )
mP A
n

 , где m  — число благоприят -

ствующих исходов события А , n  — общее 
число исходов. 

Поскольку всего количество очков мо-
жет быть только 1; 2; 3; 4; 5; 6, то n  = 6. 
Простыми из чисел 1; 2; 3; 4; 5; 6 являются 
три числа: 2; 3; 5, поэтому m  = 3. Получим  

3
( ) 0,5.

6
P X    

Ответ: 0,5.

Свойства вероятности

Свойство 1. Если все случаи являются 
благоприятствующими данному событию, 
то это событие обязательно произойдет. 
Рассматриваемое событие является дос-
товерным, а вероятность его появления 
равна 1.

Свойство 2. Если нет ни одного случая, 
благоприятствующего данному событию, 
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то это событие в результате опыта про-
изойти не может. Рассматриваемое со-
бытие является невозможным, а вероят-
ность его появления равна 0.

Свойство 3. Вероятность наступления 
событий, образующих полную группу, 
равна 1.

Свойство 4. Вероятность наступления 
противоположного события данному опре-
деляется так же, как и вероятность на -
ступления данного события. Вероятность 
наступления противоположного события 
равна значению разности между едини-
цей и вероятностью наступления события.

Статистической вероятностью со-
бытия А  называется относительная 
частота (частотность) появления этого 
события в n  произведенных испыта-
ниях.
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Статистическая вероятность собы-
тия А  вычисляется по формуле: 

( ) ( )
mP A A
n

   где ( )A  — относи-

тельная частота события А ; m  — число 
испытаний, в которых появилось собы-
тие А , n  — общее число испытаний.

Пример: 3. Из 500 рожденных детей 
родилось 240 девочек. Найдите частоту 
рождения девочек. 

Решение. 
240

( ) 0,48.
500

A  

 Ответ: 0,48.

1. Может ли частота события быть:
1) отрицательным числом; 2) числом, ко-

торое больше 2?
2. Какова вероятность события:
1) достоверного; 2) невозможного; 3) равно-
возможного из двух?
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A

20.1. При бросании игрального кубика вы-
падает одна из цифр от 1 до 6. Найдите 
вероятность события:
1) выпадет цифра 2; 
2) выпадет цифра 1 или 2; 
3) выпадет цифра 4 или 6; 
4) выпадет нечетная цифра.

20.2. 1) В урне 2 белых и 5 красных шаров. 
Найдите вероятность того, что наудачу 
извлеченный из урны шар окажется: 
а) белый; б) красный; в) зеленый.
2) В урне 4 красных и 7 синих шаров. 
Найдите вероятность того, что наудачу 
извлеченный из урны шар окажется: 
а) красный; б) не белый; в) синий.

20.3. Испытание состоит в подбрасыва-
нии игральной кости. Рассмотрим со-
бытия А, В и С. Событие A: «выпавшее 
на верхней грани число очков делится 
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на 12», B: «выпавшее на верхней грани 
число очков равно 2», C: «выпавшее на 
верхней грани число очков делится на 
2». Объясните, какое утверждение вер-
но, а какое нет:

1) ( ) 1;P A     4) 
5

( ) ;
6

P B 

2) ( ) 0;P A     5) 
1

( ) .
6

P B 

3) ( ) 0,5;P C 

20.4. 1) В классе 25 учащихся, из которых 
5 учатся на отлично, 12 — на хорошо, 
6 — на удовлетворительно и 2 — слабо. 
Какова вероятность того, что наугад 
вызванный к доске учащийся отличник 
или ударник?
2) Среди 25 экзаменационных билетов 
5 «легких». Двое учащихся по очереди 
берут по одному билету. Какова вероят-
ность того, что первый учащийся возь-
мет «легкий» билет? 
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20.5. Брошена игральная кость. Найдите 
вероятность выпадения:
1) трех или пяти очков; 
2) пяти или шести очков; 
3) семи очков.

B

20.6. Брошены две игральные кости. Най-
дите вероятность того, что значение 
произведения очков равно 5.

20.7. 1) Монета брошена два раза. Какова 
вероятность того, что хотя бы один раз 
появится герб?
2) Брошены три монеты. Какова вероят-
ность того, что выпадут ровно два гер-
ба?

20.8. Для экзамена подготовлены билеты 
с номерами от 1 до 25. Какова вероят-
ность того, что взятый учащимся билет 
наугад имеет:
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1) однозначный номер; 
2) двузначный номер?

20.9. Случайным образом выбрали двуз-
начное число. Найдите вероятность 
того, что оно: 
1) оканчивается нулем; 
2) состоит из одинаковых цифр; 
3) больше 27, но меньше 46; 
4) является квадратом целого числа.

20.10. Найдите частоту события, если:
1) на один из пяти приобретенных лоте-
рейных билетов выпал выигрыш;
2) на четыре из 100 приобретенных ло-
терейных билетов выпал выигрыш;
3) из 20 выстрелов получилось шесть 
попаданий в мишень;
4) из 30 дней было 12 солнечных дней.
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C

20.11. Произведено 160 выстрелов по ми-
шени. Известно, что статистическая 
вероятность поражения мишени равна 
0,3. Найдите число попаданий в мишень. 

20.12. Дано выражение 10n  . Значе-
ние переменной n  случайно выбирает-
ся среди натуральных чисел от 1 до 99. 
Найдите вероятность того, что значение 
выражения:
1) не определено; 
2) меньше 10; 
3) принадлежит отрезку [1; 6].

20.13. 1) Случайным образом выбирает-
ся натуральное число из интервала 
(–1; 6). Найдите вероятность того, что 
это число является корнем уравнения 

3 25 6 0x x x   . 
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2) Случайным образом выбирается це-
лое число из интервала (–2; 6). Найдите 
вероятность того, что это число являет-
ся корнем уравнения 3 2 6 0x x x   .

3) Случайным образом выбирается це-
лое число из промежутка [–1; 10]. Най-
дите вероятность того, что это число яв-
ляется решением неравенства  

2 5 6 0x x   . 

4) Случайным образом выбирается це-
лое число из промежутка [–1; 10]. Най-
дите вероятность того, что это число яв-
ляется решением неравенства  

2 5 6 0x x   .

20.14. Подготовьте сообщение из истории 
появления теории вероятностей.



210

Подготовьте сообщение 
об ученых-математиках

О Пьере-Симоне Лапласе — одном из 
создателей теории вероятностей;

о Б. Паскале, в работах которого впер-
вые отражены основные понятия теории 
вероятностей.

Пьер-Симон 
Лаплас

(1749–1827)

Блез
Паскаль

(1623–1662)
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П

20.15. Найдите значение тригонометри-
ческого выражения:

1) 
30 cos

6 ;
sin 4 135

2

tg

ctg





 

 

2) 
2 sin45 2 cos

4 .
3

5 3
4 4

tg ctg



 

 



20.16. Постройте график уравнения:

1) 
2

2

3
0;

4
y x x

x
 




   2) 2

2
0.

1
y x

x
 




20.17. Установите закономерность в пос-
ледовательности чисел:

1) –1; 2; 7; 14; 23; … ; 
2) 4; 7; 12; 19; 28; … .
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20.18. 1) Простейшее животное инфузо-
рия-туфелька размножается делением 
на две части. Сколько инфузорий было 
первоначально, если после шестикрат-
ного деления их стало 320?
2) Тело падает с башни высотой 62 м. 
В первую секунду пролетает 2 м, а в 
каждую следующую секунду летит в 
2 раза быстрее, чем за предыдущую. 
Сколько секунд пройдет до удара тела о 
землю? 

Математика в профессии повара

20.19. Сколько нужно взять молока 
10%-ной жирности и пломбира 
30%-ной жирности, чтобы получить 
200 г 16%-го праздничного коктейля?
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Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

20.20. 1) В равносторонний треугольник 
со стороной 6 см вписан круг. Найди-
те отношение площади круга к площади 
треугольника.
2) В квадрат со стороной 8 см вписан 
круг. Найдите отношение площади круга 
к площади квадрата. 

20.21. Найдите длину интервала, числа 
из которого являются решением нера-
венства:

1) 2 2 8 0;x x        3) 2 6 2 0;x x  

2) 2 3 10 0;x x        4) 2 12 4 0.x x  
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§ 21. Геометрическая вероятность

Вы научитесь применять геометричес-
кую вероятность при решении задач.

Кроме классического и статистическо-
го определения вероятности в практике 
используется и геометрическая вероят-
ность. Вы знаете, что классическое опре-
деление вероятности применимо только 
тогда, когда исходы равновозможны. При 
этом предполагается, что число исходов 
конечно. Применение статистического 
определения вероятности требует прове-
дения испытаний. В случаях, если число 
возможных исходов бесконечно, исполь-
зуют геометрические вероятности.

Геометрические вероятности — 
вероятности попадания точки в часть 
отрезка, плоскости, пространственной 
фигуры.
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Пример: 1. Пусть на плоскости задана 
некоторая геометрическая фигура D  и 
геометрическая фигура Е , являющаяся 
частью фигуры D  (рис. 49).

В результате испытания случайно выби-
рается точка, принадлежащая фигуре D . 
Надо найти вероятность того, что эта точ-
ка окажется принадлежащей фигуре Е .

Решение. Выбранная точка может быть 
из любой области фигуры D , но вероят-
ность выбора точки из области фигуры 
Е  прямо пропорциональна площади этой 
фигуры и не зависит от ее формы и рас-
положения в фигуре D . 

D

E

Рис. 49
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Тогда вероятность события А  — 
выбранная точка окажется из области 
фигуры Е  и находится по формуле 

( )
( )

( )
S EP A
S D

 , где S ( E )  — площадь фигуры 

Е , S ( D )  — площадь фигуры D .
Вероятность события А  — выбранная 

точка окажется из области фигуры Е , ко-

торая находится по формуле: 
( )

( )
( )

S EP A
S D

 , 

где S ( E )  — площадь геометрической фи-
гуры Е , S ( D )  — площадь геометрической 
фигуры D , а фигура Е  полностью вме-
щается в фигуру D  и является геометри-
ческой вероятностью.

Пусть плоская фигура площадью 1S  
включается в плоскую фигуру площадью 

2S . Вероятность события А «наудачу бро-
шенная точка попала на плоскую фигуру 
площадью 1S » определяется равенством:

 1

2

( ) .
S

P A
S
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Пример: 2. В квадрат, длина стороны 
которого равна 4 см, вписан круг радиу-
сом 2 см. Какова вероятность того, что 
точка, случайным образом поставленная 
в квадрат, окажется внутри круга? 

Решение. По определению геометри-
ческой вероятности искомая вероятность 
равна отношению площади круга (в ко-
торый точка должна попасть) к площади 
квадрата (в которой точка ставится), т. е. 

4 3,14
( ) 0,785.

16 4 4

S
P A

S
 

    

Ответ: 0,785.

Пример: 3. В квадрат с вершинами 
(0; 0), (0; 1), (1; 1), (1; 0) наудачу брошена 
точка (x ; y ). Найдем вероятность того, что 
координаты этой точки удовлетворяют 
неравенству 2y x . 

кр

кв



218

Решение. По заданным в условии коор-
динатам построим квадрат и график урав-
нения 2y x  (рис. 50). 

Для того чтобы координаты точки, бро-
шенной наугад в квадрат с вершинами 
(0; 0), (0; 1), (1; 1), (1; 0), удовлетворяли 
неравенству 2y x , надо чтобы эта точ-
ка попала в фигуру F , которая является 
частью квадрата, расположенного ниже 
прямой — графика функции 2y x .

Воспользуемся формулой 
( )

( )
( )

S F
P A

S E
 , 

где S(F)  — площадь фигуры F, S(F)  — 
площадь квадрата. Вычислим S(E)  и S(F) .

S(E)  =1 и 
1 1 1 3

( ) ( ) 1 1 .
2 2 4 4

S F S E        

Тогда 
3

( ) .
4

P A 

Ответ: 
3

.
4
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1 x0

F

у у = 2x

1
4

Рис. 50

Геометрической вероятностью события 
А  (выбранная точка окажется из области 
отрезка F E ) является и вероятность со-
бытия, которая находится по формуле 

( )
( )

( )
FEP A
MN



  где ( )MN  — длина некото-

рого отрезка ( )FE  — длина некоторого 

отрезка F E , и отрезок F E  полностью вме-
щается в отрезок M N  (рис. 51).
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Пусть отрезок длиной   включается 
в отрезок длиной L . Вероятность собы-
тия А  — «наудачу брошенная точка по-
пала на отрезок длиной  » определяет-
ся равенством:

( )P A
L


 .

EF

M N

Рис. 51

Пример: 4. На отрезке A D  длиной 15 см 
наугад отметили точку Х . Какова вероят-
ность того, что она находится на расстоя-
нии не более 7 см от точки А  и не больше 
11 см от точки D ? 

Решение. Изобразим условие с по-
мощью рисунка 52. По условию задачи 
А С  = 7 см, В D  = 11 см.
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A B C D

Рис. 52

Точка X  лежит на отрезке B C , длина 
которого равна 7 + 11 – 15 = 3 (см).

Тогда по формуле,

3 1
( ) 0,2.

15 5
BCP A
AD

   

Ответ: 0,2.

Геометрической вероятностью события 
А  — выбранная точка окажется из облас-
ти тела Е является вероятность события, 
которая находится по формуле 

( )
( )

( )
V EP A
V D

 ,

где ( )V E  — объем тела Е , ( )V D  — объем 

тела D , и тело E  полностью вмещается в 
тело D  (рис. 53).
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Е
D

Рис. 53

Пусть пространственная фигура объ-
емом   включается в пространствен-
ную фигуру объемом V . Вероятность 
события А  «наудачу брошенная точка 
попала на пространственную фигуру 
объемом  » определяется равенством: 

( ) .P A
V




Пример: 5. Внутри прямоугольного па-
раллелепипеда с измерениями 4 см, 8 см, 
16 см находится куб, длина ребра ко-
торого равна 4 см. Какова вероятность 
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того, что наудачу выбранная точка Х 
прямоугольного параллелепипеда ока-
жется внутри куба? 

Решение: Объем куба равен 64 см3, 
объем параллелепипеда — 512 см3. Сле-

довательно, 
64 1

( ) 0,125.
512 8

k

n

V
P A

V
     

Ответ: 0,125.

Объясните
Почему все рассмотренные случаи вы-

числения геометрической вероятности 
можно выразить одной формулой 

1( )
( ) ,

( )
E

E

m F
P A

m F
  где 1 ,F F  1( )Em F  и ( )Em F  — 

геометрические меры (длины, площади 
или объема)?

1. К каким геометрическим величинам 
применяют геометрическую вероят-
ность?

2. В каком случае геометрическая вероятность 
равна: 1) 0; 2) 1?
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A

21.1. На стол бросают игральный кубик. 
Найдите вероятность того, что:
1) на кубике появится 4 очка;
2) на кубике появится четное число оч-
ков.

21.2. На отрезок длиной в 1 см наугад бро-
шена точка. Какова вероятность того, 
что расстояние от точки до концов от-

резка превосходит 
1
4

? 

21.3. В квадрат, длина стороны которого 
равна 2 см, наугад брошена точка А . 
Какова вероятность того, что точка А 
попадает в квадрат, находящийся в пер-
вом квадрате, длина стороны которого 
равна 1 см? 

21.4. В квадрат, длина стороны которого 
равна 2 см, наугад брошена точка А . 
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Какова вероятность того, что точка А 
не попадает в квадрат, находящийся в 
первом квадрате, длина стороны кото-
рого равна 1 см?

21.5. В круг, длина радиуса которого равна 
2 см, наугад брошена точка В . Найдите 
вероятность того, что эта точка попа-
дает в круг, находящийся внутри перво-
го круга, длина радиуса которого равна 
1 см.

21.6. В круг, длина радиуса которого рав-
на 2 см, наугад брошена точка В . Най-
дите вероятность того, что эта точка не 
попадает в круг, находящийся внутри 
первого круга, длина радиуса которого 
равна 1 см. 

21.7. В шар, длина радиуса которого рав-
на 3 см, наугад брошена точка В . Най-
дите вероятность того, что эта точка 
попадает в шар, находящийся внутри 
первого шара, длина радиуса которого 
равна 2 см. 



226

21.8. В шар, длина радиуса которого рав-
на 3 см, наугад брошена точка В . Най-
дите вероятность того, что эта точка не 
попадает в шар, находящийся внутри 
первого шара, длина радиуса которого 
равна 2 см.

B

21.9. На отрезке А В  длиной 12 см наугад 
ставят точку М . Найдите вероятность 
того, что площадь квадрата, построен-
ного на отрезке А М , будет заключена 
между площадями, равными 36 см2 и 
81 см2.

21.10. 1) Случайным образом выбирает-
ся целое число из промежутка [1; 10]. 
Найдите вероятность того, что это чис-
ло является решением неравенства  

2 5 6 0x x   . 
2) Случайным образом выбирается це-
лое число из промежутка [1; 10]. Найди-
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те вероятность того, что это число 
является решением неравенства  

2 5 6 0x x   . 

21.11. 1) В квадрат, длина стороны кото-
рого равна 1 см, наугад брошена точка 
А . Какова вероятность того, что расс-
тояние от точки А  до стороны квадрата 

не превосходит 
1
3

? 

2) В квадрат, длина стороны которого 
равна 1 см, наугад брошена точка А . 
Какова вероятность того, что расстоя-
ние от точки А  до центра квадрата не 

превосходит 
1
3

? 

3) В квадрат, длина стороны которого 
равна 1 см, наугад брошена точка А . 
Какова вероятность того, что расстоя-
ние от точки А  до указанной вершины 

квадрата не превосходит 
1
4

?
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21.12. На координатной плоскости пост-
роены две концентрические окружнос-
ти, длины радиусов которых равны 5 см 
и 10 см. Точка брошена наудачу в боль-
шой круг. Найдите вероятность того, что 
точка попадет также и в кольцо, образо-
ванное построенными окружностями.

C

21.13. В куб вписан шар. Точка наугад бро-
сается в куб. Найдите вероятность того, 
что точка попадет в шар. 

*21.14. В шар вписан куб. Точка наугад 
бросается в шар. Какова вероятность 
того, что она попадет в куб?

*21.15. В куб вписан шар. Точка наугад 
бросается в куб. Найдите вероятность 
того, что она не попадет в шар. 
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Подготовьте сообщение 
об ученых-математиках

Возникновение теории 
вероятностей как науки 
относят к Средним ве-
кам. 

Самые ранние работы 
ученых в области теории 
вероятностей относятся 
к XVII в. Исследуя прог-
нозирование выигрыша 
в азартных играх, Блез 
Паскаль и Пьер де Фер-

ма открыли первые вероятностные зако-
номерности, возникающие при бросании 
костей. Решением тех же задач занимался 
и Христиан Гюйгенс. Важный вклад в тео-
рию вероятностей внес Якоб Бернулли.

Пьер де 
Ферма

(1601–1655)
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Христиан 
Гюйгенс

(1629–1695)

Якоб 
Бернулли 

(1654–1705)

Проверь себя!
1. События, которые в результате испыта-

ния могут наступить одновременно, на-
зываются:

А) достоверными;
В) невозможными;
С) случайными; 
D) противоположными;
E) равновозможными.
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2. В корзине лежат 9 красных, 5 синих и 
6 желтых шариков. Из корзины выни-
мается один шарик. Вероятность того, 
что шарик окажется синим, равна: 

А) 
2

;
5

    С) 
5

;
16

   E) 0,4.

В) 0,25;   D) 
3

;
8

3. Натуральные числа от 1 до 32 записаны 
на одинаковых карточках и помещены в 
урну. Из урны извлекается одна карточ-
ка. Найдите вероятность того, что чис-
ло на этой карточке кратно числу 4: 

А) 
8

;
25

   С) 
7

;
32

   E) 0,3.

В) 0,5;   D) 0,25;
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4. Найдите вероятность того, что в вы -
бранном наудачу двузначном числе все 
цифры разные:

А) 0,5;    С) 0,6;   E) 0,85.

В) 
8

;
9

    D) 0,75;

5. В мешочке находится 10 альчиков крас-
ного цвета, 10 — синего, 6 — желтого 
и 6 белого цвета. Найдите вероятность 
того, что наудачу вынутый альчик будет 
красным или белым: 

А) 0,2;   С) 0,4;   E) 0,35.
В) 0,3;   D) 0,5;

6. В магазине имеются 40 смартфонов, 
причем 20 из них импортного произ-
водства. Найдите вероятность того, что 
среди 6 проданных в течение дня смарт-
фонов окажется 3 импортных, предпо-
лагая, что вероятности покупки смарт-
фонов разных марок одинаковы:
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А) 
3
20
3
40

;
C

C
   C) 

3
20
6
40

;
C

C
  E) 

2 3
20 20

6
40

.
C C

C



B) 
3
20

6
40

2
;

C

C
   D) 

2 3
20 20

6
40

;
C C

C



7. Выбирается натуральное число от 1 до 
20. Найдите вероятность того, что это 
число является корнем уравнения 

2 2( 10 24)( 8 15) 0x x x x     :

А) 0,25;   С) 0,4;   E) 0,1.
В) 0,5;   D) 0,2;

8. Точка отмечается внутри квадрата со 
стороной 20 см. Найдите вероятность 
того, что она не выбрана из круга, впи-
санного в этот квадрат: 

А) 0,25;   С) 0,4;   E) 0,6.

В) 1 ;
4


    D) ;
4
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9. Выбирается натуральное число от 
1 до 10 включительно. Найдите вероят-
ность того, что это число является ре-
шением неравенства 2 2( 2 24)(x x x   

2 15) 0x    : 

А) 0,25;   С) 0,4;   E) 0,2. 
В) 0,3;   D) 0,1;

10. Выбирается целое число от –9 до 10 
включительно. Найдите вероятность 
того, что это число является решением 
неравенства 2 2( 9)( 8 9) 0x x x    :

А) 0,25;   С) 0,4;   E) 0,5.
В) 0,3;   D) 0,2;

11. Среди 30 экзаменационных вопросов 
5 «легких» и 6 «сложных». Двое учащих-
ся получают один из вопросов. Какова 
вероятность того, что второй ученик по-
лучил «сложный» вопрос, если первый 
ученик получил «легкий» вопрос:
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А) 0,15;   С) 0,14;     E) 0,3.

В) 
2

;
29

   D) 
6

;
29

12. Дано выражение 6n  . Значение пе-
ременной n  случайно выбирается сре-
ди натуральных чисел от 1 до 100. Най-
дите вероятность того, что значение 
выражения меньше 4:

А) 0,12;   С) 0,18;   E) 0,3.
В) 0,16;   D) 0,2;
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Упражнения для повторения 
курса алгебры 10 класса

Вычисление выражений

1. Найдите значение выражения:

1) cos60 sin60 60 60 ;ctg tg      

2) sin30 cos30 30 30 ;ctg tg       

3) cos45 45 sin45 45 ;tg ctg      

4) sin0 cos30 45 60 ;tg ctg      

5) cos0 30 45 sin60 ;tg ctg       

6) 0 90 sin0 cos90 .tg ctg      

2. Найдите значение выражения:

1) sin 4cos 5 ;
6 6 6 3

tg ctg   
  

2) cos 9sin 7 0 ;
2 2 4

ctg tg  
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3) 3 cos 2 11 ;
6 3 4

ctg ctg  
 

4) 5sin 6cos .
6 3 3 6

ctg tg   
  

3. Вычислите:

1) 
cos 3 60

6 ;
sin cos60

6

tg



 

 
 

2) 
3 30 2 sin

4 ;
2 45 cos0

ctg

tg


 

  
 

3) 
30 cos

6 ;
sin 4 45

2

tg

ctg
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4) 
2 sin45 2 cos

4 ;
5 4c

4 4
tg tg



 

 



5) 36cos40 8cos 40 ;  

6) 
4sin25 sin65

.
cos40

 


4. Найдите: 

1) cos ,  sin2 ,  cos2 , если sin 0,7   

и 0 90   ;

2) sin ,  ,ctg  2tg  , если cos 0,6   

и 270 360    ;

3) cos ,  sin ,  cos2 , если 5tg   

и 180 270   .
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5. Вычислите: 

1) sin2 ,  cos4 ,  4ctg  , если 
1

sin
3

   

и 0 90   ;

2) cos2 ,  2 ,tg   sin4 , если 

2 2
cos

3
    и 180 270   .

6. Найдите: 

1) sin ,
2


 cos ,
2


 sin , если 
7

cos
9

   и 

0 90   ;

2) sin ,
2


 cos ,
2


 cos ,  tg , если 

4 2
sin

9
   и 90 180   .
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7. Найдите:

( ),   sin( ),   ( )tg   , если 

1
sin ,

9
   

35
cos ,

6
   

1
sin ,

9
   

4 5
cos

9
   и ,     I четверти. 

8. Найдите:

( ),   sin( ),   ( )tg   , если 

6
sin ,

7
   

13
cos ,

7
   

7
sin ,

8
   

15
cos

8
   и ,     I четверти. 

9. Вычислите d  и a n  арифметической 
прогрессии, если: 

1) 1 8,5;a   2 10,5;a   4;n 

2) 1 19;a    2 16;a    6;n 
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3) 1 23;a   2 19;a   5;n 

4) 1 1,7;a    2 3,7;a    7n  .

10. Найдите a 1 и a n  арифметической про-
грессии, если: 

1) 1 1,6;a   0,2;d   10;n 

2) 3 27;a   0,5;d    8;n 

3) 4 4,6;a   2,3;d   7;n 

4) 2 0;a   4,1;d    9n  . 

11. Найдите n  и S m  арифметической про-
грессии, если:

1) 1 35;a    20;na    5d   и 6;m   

2) 2 30;a   20;na   5d    и 5;m   

3) 4 6,2;a   7,4;na   0,4d    и 10;m   

4) 3 6,6;a    7,3;na    0,7d   и 20m  . 
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12. Найдите a 1, если: 

1) 20;d    4 320;S 

2) 20;d   6 60;S 

3) 30;d   7 259;S 

4) 40;d    9 1350S  .

13. Вычислите q  и b n геометрической 
прогрессии, если: 

1) 1 0,7;b   2 1,4;b   5;n 

2) 1 0,6;b   2 1,8;b   7;n 

3) 1 0,2;b   2 1,4;b   4;n 

4) 1 0,3;b   2 1,2;b    6n  . 

14. Найдите b 1 и b n  геометрической про-
грессии, если:

1) 2 243;b    
1

;
3

q    4;n   
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2) 3 81;b   
1

;
3

q    8;n   

3) 4 128;b   
1

;
2

q    10;n   

4) 5 64;b   
1

;
2

q    9n  . 

15. Найдите S n  геометрической прогрес-
сии, если: 

1) 1 1000;b    0,5;q   6;n 

2) 1 400;b   0,2;q   7;n 

3) 1 900;b   0,01;q   6;n 

4) 1 500;b    0,2;q    8n  . 

16. Найдите b 1 геометрической прогрес-
сии, если: 

1) 4

27
;

32
b    

3
;

4
q    
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2) 5 16;b    
2

;
3

q   

3) 3 90;b   
3

;
5

q   

4) 4 12,5;b   
5
6

q   . 

Тождественные преобразования 
выражений

17. Упростите выражение:

1) 
3

(2 ) cos
2 2

tg ctg               
   

    (2 );tg   

2) 
2

3
cos(2 ) ( )

2
tg tg    
         

  

   
2

.
2

ctg  
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18. Докажите, что значение выражения 

3
2sin( ) sin cos(360 2 )

2
          

 

c 2 2cos 2
2 2

tg            
   

 

равно нулю.

19. Верно ли равенство 
20,5cos8 1,5 cos 4 1    ?

20. Упростите выражение: 

1) 
2

2

(270 3 )cos(2 90 )cos( 180 ) ( )
;

sin( 90 ) (270 )cos( ) (180 3 )
ctg ctg

tg tg
   

   
      
      

2) 
sin( 63 ) sin( 57 )

.
2cos( 87 )
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21. Докажите, что значение выражения 

2

1
2 0,5 0,5cos4

1 2tg



 

    

2 2
2

1
(1 sin 2 ) cos 2

2ctg
 


     равно 

единице.

22. Упростите выражение:

1) 

2

2
sin

21 sin cos :
2 2cos

2


 



  
        
   
   

 1


 


2

90 180
2 2cos ;

2 sin
2

ctg ctg 




                  


2) 
2 2

2 2

sin
;

cos
tg
ctg
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3) 
1 3

cos4 0,5cos2 ;
8 8

  

4) 
2 2

2 2

sin
.

cos
tg
ctg

 
 



23. Верно ли равенство 

2 2 2

2 2 2

cos ( 4 ) cos ( ) cos 4
2

3
sin ( ( )) ( ) cos ( )

2
tg

    

      

      
  

        
 

2cos ( )  


?

24. Упростите выражение:

1) 2 2 27 7 sin sin ;
3 3 3

tg ctg ctg      

2) 2(0,5 0,5cos10 ) : (0,5 0,5cos10 ) 5 ;tg    
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3) 

2 2 2

2 2

cos 4sin cos
2 2 ;

1 8sin cos
2 2

 

 





4) 
4 4sin 2sin cos cos

.
2 1tg

   


 


25. Докажите тождество:

1) 
2 2

4 sin(2 2 )cos( 2 )
2

(2 4 ) cos 2 cos 2
2

tg

ctg

    

   

    
  

      
  

 

    0,5 4 ;tg 

2) ( ) ( ) 1;tg tg tg tg ctg         

3) ( ) ( ) 1;tg tg ctg tg tg          

4) 6 6 24sin 4cos 1 3cos 2 .    
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Практико-ориентированные 
задания

26. Дано 10 закрытых замков и 10 похо-
жих ключей к ним. К каждому замку 
подходит только один ключ, но ключи 
смешались. Если взять первый замок 
и попробовать открыть его каждым из 
десяти ключей, то в лучшем случае он 
откроется первым же ключом, в худ-
шем — только десятым. Сколько нужно 
максимум произвести проб, чтобы от -
крыть все замки? 

27. На одной из улиц города по обе сторо-
ны в один ряд расположены 100 домов. 
Каждому дому присвоен порядковый 
номер. Дома с нечетными номерами 
расположены слева, с четными — сп-
рава. На каком месте расположен дом 
№ 90?  

28. В доме, в котором живет Алия, один 
подъезд. На каждом этаже по 10 квар-
тир. Алия живет в квартире № 88. На 
каком этаже живет Алия? 
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29. Станок разрезает 300 шестиметровых 
досок на куски по 2 м в каждом за 1 ч. 
Сколько времени потребуется, чтобы 
на этом же станке разрезать 400 вось-
миметровых досок такой же ширины и 
толщины на куски по 2 м в каждом? 

30. Периметр прямоугольника равен 
36 см. Длины его сторон выражены це-
лыми числами. Сколько можно постро-
ить прямоугольников согласно условию 
задачи? 

31. В семье 9 детей, значение суммы их 
возрастов 117. Найдите возрасты всех 
детей, если известно, что они рожда-
лись каждые 3 года.

32. В классе 28 учащихся. Из них — 12 хо-
дят на вокал, 19 — на танцы и 5 человек 
занимаются в обоих кружках. Сколько 
учащихся из этого класса не посещают 
ни один из этих кружков?
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33. Арман и Нуржан считают деревья, 
растущие вокруг пруда. Они двигаются 
в одном направлении, но начинают счет 
с разных деревьев. То дерево, которое 
Арман назвал двадцатым, у Нуржана 
оказалось четвертым, а дерево, кото-
рое Арман посчитал десятым, для Нур-
жана оказалось сорок шестым. Сколь-
ко деревьев растет вокруг пруда?  

34. Масса ящика с яблоками равна 20 кг. 
После продажи половины всех яблок 
ящик поставили на весы. Весы показа-
ли 12 кг. Какова масса пустого ящика?



252

Математика в строительстве

35. 1) Для перевозки 56 т груза на 300 км 
можно использовать машины одной из 
транспортных компаний, причем грузо-
подъемность машин разная. Вычисли 
по таблице, услугами какой компании 
надо воспользоваться для самой деше-
вой перевозки.

Таблица 6

Транс-
портные 
компании

Грузоподъ-
емность
машины

Стоимость пере-
возки одной маши-

ной на 100 км 
I 3 т 6000 тг
II 5 т 8000 тг
III 6 т 10000 тг

2) При увеличении здания на один 
этаж, высота здания увеличивается на 
3,5 метра. В микрорайоне построено 
5 пятиэтажных, 4 девятиэтажных домов, 
детский садик в два этажа и школа в три 
этажа. Найдите значение суммы высот 
всех зданий микрорайона. 
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Математика в бизнесе

36. На диаграмме (рис. 54) представлены 
данные о сумме первоначального вкла-
да и сумме вклада с учетом годового 
прироста в банках Х  и У.

Банк Х Банк Y

150000021600002000000 1650000

Рис. 54

Сумма вклада, тенге

1) Найдите годовой процентный прирост 
суммы вклада в банках Х  и У ;
2) Найдите разницу между годовыми 
процентными приростами в банках Х  и 
У .
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Математика в профессии шофера

37. В штате гаража числится 54 шофера. 
Найдите количество дней отдыха, ко-
торые может иметь каждый шофер в 
месяц (30 дней), если ежедневно 25% 
автомашин, из имеющихся 60, остают-
ся в гараже для профилактического 
ремонта.

Элементы теории вероятностей

38. 1) В урне 4 белых и 8 красных шаров. 
Найдите вероятность того, что науда-
чу извлеченный из урны шар окажется: 
а) белый; б) красный. 
2) В урне 6 красных, 4 белых и 10 синих 
шаров. Найдите вероятность того, что 
наудачу извлеченный из урны шар ока-
жется: 
а) красный; б) не белый; в) синий. 
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39. Брошена игральная кость. Найдите ве-
роятность выпадения:
1) двух или трех очков; 
2) пяти или четырех очков; 
3) нечетного очка. 

40. Для экзамена подготовлены билеты с 
номерами от 1 до 30. Какова вероят-
ность того, что взятый наугад школьни-
ком билет имеет:
1) однозначный номер; 
2) нечетный номер?

41. 1) В квадрат, длина стороны которо-
го равна 4 см, наугад брошена точка 
А . Какова вероятность того, что точка 
А  не попадет в квадрат, находящийся в 
первом квадрате, длина стороны кото-
рого равна 2 см?
2) В круг, длина радиуса которого равна 
4 см, наугад брошена точка В. Найдите 
вероятность того, что эта точка попадет 
в круг, находящийся внутри первого кру-
га, длина радиуса которого равна 2 см. 
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3) Случайным образом выбирается чис-
ло из промежутка [–2; 8]. Найдите ве-
роятность того, что это число является 
решением неравенства 2 2 8 0x x   .

4) Случайным образом выбирается чис-
ло из промежутка [–3; 7]. Найдите ве-
роятность того, что это число является 
решением неравенства 2 2 9 0x x   . 

Комбинаторика

42. 1) Найдите количество четырехзнач-
ных чисел, которые можно составить из 
цифр 2, 4, 7, 8, при условии, что ни одна 
цифра не повторяется дважды. 
2) Найдите число способов раскрасить 
прямоугольник, ромб и квадрат тремя 
различными цветами: синим, красным, 
зеленым.

43. 52 школьника приняли участие в олим-
пиаде по математике, 33 — по информа-
тике, 11 — по двум предметам. Сколько 
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всего школьников участвовало в олим-
пиадах по этим предметам? 

44. Из 70 открыток на 47 изображены 
ромашки, на 30 — нарциссы, на 10 — 
сирень с ромашками, на 6 — сирень 
с нарциссами, на 5 — нарциссы с ро-
машками, на 4 — сирень с ромашками 
и нарциссами. Найдите число открыток 
с сиренью.

45. Найдите корни уравнения:

1) 3 28 3 ;xA x x 

2) 3 2 22 3 14 ;xA x x x  

3) 2 5.xC x 

46. В меню столовой имеются 4 салата, 
3 первых, 5 вторых и 3 третьих блюда. 
Сколькими способами можно выбрать 
обед из четырех блюд (салат, первое, 
второе и третье)?



258

47. 1) Абонент забыл последние 2 цифры 
номера телефона. Какое максимальное 
число номеров ему нужно перебрать, 
если он знает, что две последние циф-
ры различны и нечетные?
2) Из 30 вопросов к экзамену учащий-
ся 22 выучил, 4 совсем не смотрел, а в 
остальных что-то знает, а что-то нет. На 
экзамене в билетах будет три вопроса. 
Сколько из них тех, в которых учащийся 
знает ответы на все вопросы?

48. В разложении 
4

1
2x

x
  
 

 по степе-

ням х  найдите одночлен:

1) содержащий х 2; 
2) не содержащий х .
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ГЛОССАРИЙ

Алгоритм Алгоритм — это последова-
тельность простейших дейст-
вий, строго выполняемых для 
достижения определенной 
цели.

Благоприятст-
вующий 
исход

Исход опыта, в котором наб-
людается интересующее нас 
событие, называется благо -
приятствующим исходом.

Вероятность 
классическая

Вероятностью события А  на-
зывается отношение числа 
m , благоприятствующих это-
му событию исходов, к обще-
му числу исходов n , если они 
равновозможные.

Геометричес-
кие вероят-
ности

Геометрические вероятнос-
ти — вероятности попадания 
точки в часть отрезка, плос-
кости, пространственной фи-
гуры.

Достоверное 
событие

Событие называется досто-
верным, если оно обязатель-
но произойдет в данном ис-
пытании.
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Невозможное 
событие

Событие называется невоз-
можным, если оно не может 
произойти в данном испыта-
нии, т. е. свершение которого 
при данных условиях исклю-
чается.

Противопо-
ложное собы-
тие

Событием, противополож-
ным событию A , называется 
событие A , которое насту-
пает тогда и только тогда, ког-
да не наступает событие A .

Случайное со-
бытие

Событие называется случай-
ным, если оно может прои-
зойти, но может и не прои-
зойти.

Событие Под событием понимается 
всякое явление, о котором 
имеет смысл говорить, что 
оно происходит (имеет мес-
то) или не происходит. Собы-
тиями являются и результаты 
различных опытов, наблюде-
ний и измерений.
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Статистичес-
кая вероят-
ность

Статистической вероят-
ностью события А  назы-
вается относительная часто-
та (частость) появления этого 
события в n  произведенных 
испытаниях.

Тригономет-
рическое тож-
дество

Тригонометрическим тож-
деством называется равен-
ство, в которое входят три-
гонометрические функции, 
и которое верно при любых
допустимых значениях угла — 
аргумента тригонометричес-
ких функций, но неверно, если 
каждую из функций заменить 
произвольной величиной.

Тригонометри-
ческие функ-
ции

Зависимости синуса, косину-
са, тангенса и котангенса от 
величины угла   называют-
ся тригонометрическими 
функциями.

Формулы при-
ведения

Формулы, по которым триго-
нометрические функции угла

вида 
 
2

k  (где k  — любое
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целое число,   — острый 
угол) приводятся к тригоно-
метрическим функциям угла 
 , называются формулами 
приведения.

Формулы сло-
жения

Формулы, позволяющие вы-
разить тригонометрические 
функции суммы и разности 
двух углов через тригономет-
рические функции этих же уг-
лов, называются формулами 
сложения.

Элементарные 
события

События, которые нельзя 
разделить на более простые 
события, называются эле-
ментарными событиями.

Функция Антье 
от х

Функцией Антье называется 
функция Е (х ) = [x ], где [x ] — 
целая часть числа х (наиболь-
шее целое число, не превос-
ходящее х ).
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ОТВЕТЫ

Глава ІI. Тригонометрия

11.1. 1) 
3

2
; 2) 

3
2

; 3) 
3

2
; 4) 

3
2

. 11.2. 

1) cos ; 2) sin ; 3)  2cos ; 4) 1. 11.3. 1) 
1
3

; 

4) 1,2; 6) –8. 11.4. 9) 


1
sin

; 10) 


1
cos

; 11) 
2

sin
; 

12) 


2
sin

. 11.6. 
3
5

; 
3

.
4

 11.7. 
7
25

; 
7

.
24

 11.8. 

1) 2 ;tg  2) 2cos . 11.11. 1) 
1

9
9

; 2) 
1

2
9

. 11.12. 

1) 


2
sin

; 2) 2 cos . 11.14. 1) 0,64; 2) 0,1; 

3) 
2

6
3

; 4) 5. 11.16. 3) 
25
41

; 4) 
15
29

. 11.17. 1) 
11
5

; 

2) –6; 3) 
15
34

; 4) 0. 11.19. 1) Наименьшее — (–2) 

при 90 180 ,n       n ; наибольшее — 0 при 
  180 n ; 3) множество значений выражения 
числовой интервал (3; 7), наибольшего и наи-
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меньшего значений указать нельзя; 4) мно-
жество значений выражения числовой интер-
вал (–1; 4), наибольшего и наименьшего значе- 
ний указать нельзя. 11.20. 1)   sin cos 1; 
2) 2. 11.21. 1) Да; 2) нет; 3) нет; 4) да; 
5) нет; 6) нет. 11.22. 18. Указание: 

   
   


  

2 21 sin cos
.

sin cos sin cos
tg ctg  11.23. 

1) 0; 2) 1; 3) 1; 4) 20,25sin 2 . 11.24. 1) 1,64 ; 

2) 1,176; 3) 0,7952. 11.25. 1) 3150; 2) 3105. 
11.27. 1) 1; 2) 1. 11.28. 1)  [ 1; 3)   [8; ) ; 

4)       3 ( 2; 1) [5; ). 11.30. 1) 
1 4 3
2 2

; 

2) 
1 2 3
2 3

. 12.4. 1) 2cos ; 2) 2sin ; 3) 2cos ; 

4) 2sin ; 5) 
2

1
cos

; 6) 
2

1
cos

. 12.5. 3) 2sin ; 

4) 0. 12.6. 1)  sin5 ; 2)  cos45 ; 3)  15ctg ; 

5) sin45 ; 7) 



3

tg ; 9) 


sin
4

; 10) 


cos
5

; 

11) sin31 ; 12) 19ctg . 12.7. 1) 
2

4
; 2) 

1
4

; 
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3) 
3
4

; 4) 
1
4

. 12.9. 1) – ; 2) +; 3) – ; 4) –. 12.10. 

1) ctg ; 2) ctg ; 3) tg . 12.11. 1) 
3 2

4
; 

2) 
2

4
. 12.13. 1) 0; 2) 0. 12.14. 1)  3 ; 2)  3 ; 

3) 2 ; 4) 
2 2

3
. 12.15. 1) 


1

cos
; 2) 

1
sin

 ; 

3)  2sin ; 4)  2sin . 12.16. 1) 2; 2) 0; 3) 0; 4) 0. 

12.19. 1) –1; 2) 3 ; 3) 
5 2

2
; 4) 




3 3
2

. 12.20. 

1) sin ; 2) cos ; 3) tg ; 4) 1. 12.22. 1) 
3

2
; 

2) –1. 12.23. 1) 
3 2

4
; 2) 

6
4

; 3) 0,75; 4) 
3

4
. 

12.25. 2) 0. 12.26. 1)  sin 0,6;  
4
3

ctg . 12.27. 

60 км/ч и 90 км/ч. 12.28. 1)  [ 3; 2) (4; 6]; 

2) [ 4; 1]. 12.29. 1) sin ; 2)  2sin 1. 13.1. 
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1) sin ; 5) cos ; 6) sin ; 7) cos ; 8) sin2 . 

13.2. 1) 0,5; 2) 
2

2
; 3) 

3
2

; 4) 0. 13.3. 1) 0,5; 2) 0; 

3) 
2

2
; 4) 

3
2

. 13.4. 1) 
3 8 2
15

; 2) 
3 8 2
15

; 

3) 
4 6 2
15

; 4) 
4 6 2
15

. 13.5. 1) 



2 6
15

; 

2) 
2 6

4


; 3) 
6 2

4


; 4) 
2 6
4

. 13.8. 

6) 2 3 ; 7) 2 3 . 13.9. 1)  
2

( 0,91 0,3)
2

; 

4) 
3 10 91
20

. 13.10. 1) cos ; 2) 
3

sin
2

; 

3) 2 cos ; 4) 0,5sin . 13.11. 1)  sin cos ; 

2)  cos cos ; 3) sin cos  ; 4)  sin cos . 

13.13. 1) 
6

3
; 2) 

2
2

 . 13.14. 1) 0; 2) 0; 3) 0; 

4) 0. 13.16. 1)  ctg tg ; 2)   ctg ctg ; 
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4) tg . 13.19. 1. 13.20. 
2 10 2

9
. 13.21. 

1) 
  
  

  

1 1
(0; 0); ; ;

2 3
; 2)  (1; 1) . 13.22. 1) 53%; 

2) 
3

2
11

 кг. 13.24. 1) 
 

 



cos( )

cos cos
; 2) 

 
 




cos( )
sin sin

. 

13.25. 2
21

tg   ,  
21
2

ctg . 14.1. 1) 
1

1
6

; 

2) 
2
9

; 3) 
6
7

; 4) –4,5. 14.2. – 10,5; 
11
18

. 14.3. 

1) 



3 1
3 1

; 6) 



1 3
1 3

. 14.5. 1) 1; 2) 3 ; 3) 
3

3
; 4) 1. 

14.6. 1)  tg tg ; 2) 2 2tg tg  . 14.8. 

1) 40 10tg tg   ; 2) 3 0,6tg tg   . 14.9. 1) 1; 

2) 







2

2

3
1 3
tg

tg
; 3) 0; 4) 


 2

4
1

tg
tg

. 14.12. 1) 1 tg ; 

2) 1 tg . 14.15. 1) [ 5; 5]; 2) [ 10; 10 ]; 

3) [ 2; 2]; 4) [ 2; 2]; 5) [ 41; 41]; 
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6) [ 3 5; 3 5]. 14.16. 0. 14.17. 

1) [ ; 3] [3; ]     ; 2) [ 1; 14; 1 6 ]   . 

14.19. 1) 2sin ; 2) 2sin . 15.1. 2) tgx ; 

3) cos2x ; 4)  (sin cos )x x ; 5) 2sin ; 6) cos ; 

7) 1; 9)  24sin cosx x . 15.2. 1) 1; 2) 
3

1
3

; 

3) 
3

3
+2; 4) 0,5; 5) 

3
2

; 6) 
1

16
. 15.3. 3) 2cos ; 

6) 1; 7) 


c .
2

tg  15.4. 1) 
24

;
25

 2) 23
25

 ; 3) 24
7

 . 15.8. 

1) 0; 2) 0; 3) 0; 4) 2 ;tg ; 5) 
 24sin

2
; 

7) 
 22cos

2
; 8) 1; 9) 0; 10) 




1
sin2

. 15.9. 

a) 
24
25

; б) 
2 5

5
. 15.14. 1) cos4 ; 2) 0; 3) 

2

2
tg ; 

4) 0,5 2ctg . 15.15. 2) sin2 ; 4) 
1

.
2

 15.16. 

1) 
60
61

; 
11
61

; 
60
11

; 2) 0,9 ;  0,1; –3. 15.17. 
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2) 
1

3
3

. 15.18. 1) 
120

;
169

 
119

;
169

 
120

;
169

 2) 
24

;
25

 
7

;
25

 

7
.

24
 15.21. 1) 

7
8

; 2) 
1

64
; 3) 

1
16

; 4) 
1
4

; 5) 
1
4

. 15.24. 

1) 2; 1; 2) 1; 0,5; 3) 1; 0,25. 15.25. 1) cos ; 

2) sin . 16.1. 1) 2sin4x ; 2)  2sin4 cos2 ; 

3) 2cos10 sin5; 4)  3 cos70 ; 6) 2sin9 sin4  . 

16.2. 2) 
2

2 cos
12

; 3) 
 
2cos sin

5 10
; 6sinx . 16.3. 

3) 3 cos ; 6) 
           
   

5 7
2cos sin

4 2 4 2
. 16.5. 

3) 
        
   

4cos cos
6 2 6 2

x x
; 5) 

  
 

4cos 2
6

x  ·

· 
  
 

sin 2
6

x ; 6) 
        

   
4cos cos

12 12
x x . 16.6. 

1) 
3

7
3

ctg ; 2) 3 80ctg ; 3) 10tg . 16.7. 

1)  2tg x ; 3) 2ctg x ; 4) 
5
2
xctg ; 6) 




cos2
sin

; 7) 1; 
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8) ctg . 16.8. 1) 2 3 ; 2) 
  
2

2sin11 sin34
; 

4) 


2
sin10

; 6) 
 

  
cos110

sin25 sin85
; 7) 

2

1
2cos 15

; 

8) 0. 16.10. 1)      sin( ) sin( ) ; 3) 

        
   

sin sin
3 3

x x ; 4) 
1

cos2
2

x . 16.11. 

1) 
2

2
; 2)  3 ; 3) 2; 4) 10. 16.12. 1) 2; 

2) 4; 3) –4; 4) –1. 16.13. 1) 
    

 
2 2 cos cos

2 4 2
; 

3) 
    

 
2 2 cos sin

2 4 2
. 16.14. 1) 

          
   

4cos 4 4
6 6

; 2) 
    
 

4sin 4
6

 

    
 

sin 4
6

; 3) 

2

cos10
cos 5

; 4) 



 2

cos6
sin 3

. 16.16. 

1) 4; 2) 6 2 3 ; 3) 2; 4) 1,5. 16.17. 1) –0,8; 

2)  0,96 ; 3) 5 21; 4) 
91
3

. 16.18. 1) 
65

113
; 
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2) 
52
87

. 16.19. 1)  2cos x ; 2) sin2x . 16.20. 

1) 
 

      
 

2 2
[ 2; 1) ; (1; 8]

2 2
; 2) (–2; –1). 

16.21. 1)  cos cos2 ; 2)  cos3 cos2 . 16.22. 

1)  cos2 sin ; 2)  sin3 cos2 . 17.1. 

1)  
1

(sin7 sin3 )
2

; 4)  
1

(cos9 cos21 )
2

; 

6)   
1

(cos18 cos24 )
2

; 8)  
1

(sin8 cos2 )
2

. 

17.3. 1) 
 2 6 2

4
; 2) 

3 2
2

; 3) 3 1
4
 ; 

4) 
3 1

4
. 17.5. 1) –1; 2) 1; 3) 2 ; 4) –3. 17.9. 

1)      2(cos cos3 cos5 cos7 ); 6)  (cos7  

    cos13 cos9 cos11 ). 17.10. 1) 
14
27

; 

2) 
42

125
; 3)  2 22 (1 2 )a a a ; 4)  2 24 (2 1)(1 )a a a . 
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17.12. 1) 
14
27

; 2) 
14
27

. 17.14. 1) 0; 2) 0. 17.15. 1) 0; 

2) 1. 17.17. 1)       cos5 cos15 cos35 cos45 ; 

2)     cos10 sin20 sin60 . 17.19. 1) 
6 2

16
; 

2) 
1

16
. 17.20. 1)   (4; 3); ( 4; 3) ; 2)   ( 3; 2); 

(3; 2) ; 3)   ( 1; 3); (1; 3) ; 4)   (2; 2); ( 2; 2); 

 (4; 1); ( 4; 1) . 17.21. 1)     [ ; 4) [ 2; 0]  

 (5; ]; 2)  [ 2; 0) [1; 6]. 17.22. 1) 1; 2) –2. 

17.23. 1) 1; 2) 22cos . 18.1. 1) 
 2 cos( )
4

; 

4) 
  22 sin
2

tg ; 5) 0; 6) 0. 18.2. 1) 2tg ; 2) sin ; 

5) 1; 6) 1 sin . 18.3. 1) 
3
2

; 2) 2; 3) 1; 4) 0,5. 

18.4. 1) 3; 2) 1; 3) –2; 4) 0,5. 18.5. 1) –9; 2) –2; 
3) 13; 4) 7. 18.7. 1) 4; 2) 2; 3) –1; 4) 0,125. 18.8. 

1) 1,2; 2) –8,5; 3) 2,15; 4) 2,1. 18.9. 1) 
8
27

; 
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2) 
32
27

; 3) 
28 5
125

; 4) 
16 3

27
. 18.10. 1) 1; 2) 1. 

18.11. 1) –1,1 или 1,1; 2) –0,75 или 0,75; 

3) 
3

2
 или 

3
2

 ; 4) –1,2 или 1,2; 5) –0,64; 6) 4; 

2. 18.12. 1) –0,5; 2) –0,5. 18.13. 1) –0,5; 

2) 0,5; 3) 2,5; 4) 1. 18.14. 1) 
7
8

; 2) 0,944; 3) 0,936; 

4) 224; 5) –80; 6) 
13
16

. 18.15. 1) 5; 2) 4; 3) 0,1; 

4) –10. 18.16. 1) 1; 2) 1; 3) 
2

cos2
2

 ; 

4) 
3

cos2
2

 . 18.19. 
7
8

. 18.20. 





8cos2 1
2(cos2 1)

. 

18.21. 1) 0,125; 2) 0; 3) 1. 18.23. 1) 

    [ 2; 1) ( 1; 1) (1; 2]; 2)   [ 2; 1)  

  ( 1; 1) (1; 2]. 18.25. 1) 
2

23
; 2) 

72
55

. 18.26. 

2 и –2. 18.27. 1) 1; 2) 
3 1

2
. 18.28. 1) 4; 2) 9; 
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3) 1; 4) 10. 18.29. 6. 18.30. 1) 8; 2) 8. 18.31. 20 
способов. 18.32. 43 яблока.

Глава III. 
Элементы теории вероятностей

19.1. 1) Случайное; 2) случайное; 3) невозмож-
ное; 4) достоверное. 19.2. 1) Невозможное; 2) 
достоверное. 19.3. Достоверное. 19.4. 1) Слу-
чайное; 2) невозможное; 3) невозможное; 
4) достоверное. 19.5. 1) Случайное; 2) невоз-
можное. 19.10. 1) Моего соседа по парте зовут 
Алибек или Азамат; 2) явка на выборы не была 
от 82% до 93%; 3) на контрольной работе по 
математике я выполнил, как минимум, три за-
дания из пяти. 19.11. 1) При бросании монеты 
выпал герб; 2) при бросании игральной кости 4 
очка не выпало; 3) из корзины, в которой лежат 
3 белых и 6 красных шара, случайным образом 
вынут белый шар; 4) при бросании игральной 
кости выпало 4 и более очков; 5) случайно выб-
ранная цифра больше или равна 7; 6) из 5 выст-
релов по мишени ни одна из пуль в мишень не 
попала. 19.12. Не является, простые события: 
выпало 1 очко, выпало 3 очка, выпало 5 очков. 
19.13. Равновозможные события — 1, 2, 3; рав-
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новозможные события — 4, 5. 19.14. 1) 
 2

1

1 x
; 

2) 2. 19.15. 1) 
 

 
3 17

[ ; )
2

 
 


3 17

[ ; 1);
2

 

2)     ( ; 2) [0; 2] [6; ) . 19.16. 1) На 56%; 

2) на 55%; 3) на 25%; 4) уменьшится на 40%. 
19.17. 150 шт. 19.18. 3. 19.19. 1) Выпали цифры 
2, 4 или 6; 2) выпали цифры 1, 3 или 5; 3) выпа-

ли цифры 4, 5 или 6. 19.20. Пример, 
3

;
7

 
4

;
7

 
5
7

. 

20.1. 1) 
1
6

; 2) 
1
3

; 3) 
1
3

; 4) 
1
2

. 20.2. 1) а) 
2
7

; б) 
5
7

; 

в) 0; 2) а) 
4
11

; б) 1; в) 
7
11

. 20.3. 1) Неверное; 

2) верное; 3) верное; 4) верное; 5) верное. 

20.4. 1) 
17
25

; 2) 
1
5

. 20.5. 1) 
1
3

; 2) 
1
3

; 

3) 0. 20.6. 
1

18
. 20.7. 1) 

3
4

; 2) 
3
8

. 20.8. 1) 
9
25

; 

2) 
16
25

. 20.9. 1) 0,1; 2) 0,1; 3) 0,2; 4) 
7

90
. 20.10. 
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1) 0,2; 2) 0,04; 3) 0,3; 4) 
12 2
30 5

. 20.11. 48 попа-

даний. 20.12. 1) 
9 1

99 11
; 2) 

90 10
99 11

. 20.13. 

1) 0,4; 2) 
3
7

; 3) 0,5. 20.5. 1) 
3

6
; 2) –0,25. 20.17. 

1) 2 2n ; 2) 2 3n . 20.18. 1) 5 шт. 2) 5 с. 20.19. 

Молока 140 г, 60 г пломбир. 20.21. 1) 
 3

9
; 

2) 

4

. 21.1. 1) 
1
6

; 2) 
1
2

. 21.2. 0,5. 21.3. 0,25. 21.4. 

0,75. 21.5. 0,25. 21.6. 0,75. 21.7. 
8
27

. 21.9. 
1
4

. 

21.12. 0,75. 21.13. 

6

. 21.14. 


2 3
3

. 21.15. 1
6


 . 
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Повторение курса алгебры 
10 класса 

1. 1) 
3 7 3

;
6

 2) 
3 3

;
6

 
 3) 0; 4) 

6 5 3
;

6
 

5) 
5 3 12

;
6

 6) 0. 2. 1) 
3 20 3

;
6

 2) 8; 3) 
4 3 57

;
6

 

4) 
18 17 3

;
6

 3. 1) 
9 7 3

;
2

 2) 4; 3) 
5 3

;
18

 4) 2; 

5) 1; 6) 2. 4. 1) 
51

;
10

 0,14 51; 0,02; 2) 0,8, 
3

,
4

 

24
;

7
  3) 

1
,

26
 

5
,

26
 

12
.

13
 5. 1) 

4 2
,

9
 
17

,
81

 


17 2

;
112

 2) 
7

,
9

 
4 2

,
7

 
56 2

.
81

 6. 1) 
1

,
3

 
2 2

,
3

 
4 2

;
9

 

2) 
2 2

,
3

 
1

,
3

 
7

,
9

 
4 2

.
7

  7. 
20 7 1

cos( ) ;
54

  
   

  
 

4 5 35
sin( ) ;

54
   

 


5(4 7)
( ) .

20 7 1
tg  
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8.   
 

195 42
cos( ) ;

56
   

27 15
sin( ) ;

56
 

  
 


7 13 6 15

( ) .
43 195

tg  

9.

№ 1 2 3 4

d 2 3 -4 -2

dn 14,5 -4 7 -13,7

10. 

№ 1 2 3 4


1 1,4 28 –2,3 4,1


n 3,2 24,5 11,5 –,7

11. 

№ 1 2 3 4
n 4 4 1 2

Sm –135 125 56 –28,7
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12. 

№ 1 2 3 4


1 110 –40 –53 310

13. 

№ 1 2 3 4
q 2 3 –7 –4

bn 11,2 437,4 68,6 –307,2

14. 

№ 1 2 3 4

b1 729 729 1024 1024

bn –27
1
3

2 4

15. 

№ 1 2

Sn –1968,75 499,9936
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№ 3 4

Sn 909,0909 –416,6656

16. 

№ 1 2 3 4

b1 2 –81 250 –21,6

17. 1) cos ; 2) sin . 19. Неверно. 20. 1) 2sin ; 

2) 0,5. 22. 1) 


;
2

ctg  2)  2 ;ctg  3) 4cos ; 4) 6 .tg  

23. Верно. 24. 1) 2; 2) 1; 3) 1; 4) cos2 . 26. 44. 

27. 45 справа. 28. На 9 этаже. 30. 9. 31. 1, 4, 7, 
10, 13, 16, 19, 22, 25. 32. 2 ученика. 
33. 52. 34. 4 кг. 35. 1) II компании, 288 000 тг. 
42. 1) 24; 2) 6. 43. 74. 44. 10. 45. 1) 6; 2) 4; 3) 5. 
46. 180. 47. 1) 2

4A ; 2) 3
22C . 48. 1) 232x ; 2) 24.
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